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AVERTISSEMENT 


Les astronomes chargés de mesurer l’arc du méridien 
compris entre les parallèles de Dunkerque et Barcelonne, 
ont terminé leur importante et pénible opération. A leur 
retour , leur premier soin a été d’expbser aux commis- 
saires nationaux et étrangers , réunis pour fixer l’unité 
fondamentale des nouvelles mesures , tout leur travail et 
le parti qu’ils avoient tiré des instrumens nouveaux dont 
ils s’étoient servis pour les observations astronomiques et 
géodésiques. Une commission spéciale a pris connoissance 
des registres'et des journaux ; et après avoir examiné tous 
les angles , et pesé les circonstances dans lesquelles ils 
avoient été observes, elle a fixé tous les résultats qui doivent 
servir aux calculs de la méridienne et de la longueur du 
mètre. 

Après avoir détaillé aux commissaires toutes les atten- 
tions que j’avois apportées dans les (Observations de lati- 
tude et d’azimuth, dans celles des triangles , et enfin dans 
la mesure des deux bases, j’ai rendu compte des méthodes 
quejem’étois faites pour les réductions diverses qu’exigent 
ces observations , et des formules sur lesquelles j’avois 
provisoirement calculé la longueur de notre méridienne. 

Cette partie , purement théorique, étoit moins suscep- 
tible d’une explication verbale , et demandoit un examen 
plus réfléchi. Il eût été trop long de faire passer mon ma- 
nuscrit successivement entre les mains de tous les commis- 
saires J -on en demanda l’impression ; elle fut commencée 
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aussi-tôt, et les feuilles étoient distribuées à mesure qu’elles 
quittoieut la presse. Tels sont les motifs qui ont hâté la pu- 
blication de l’écrit qu’on va lire. 

Tous les astronomes qui se sont occupés en diffcrens 
temps de la mesure des degrés du méridien , ont rendu un 
compte plus ou moins étendu de leur travail ; et apres 
plusieurs ouvrages justement estimés , ou seroit tenté de 
croire qu’il n’y a plus rien de nouveau à dire sur un sujet 
traité déjà tant de fois. Mais ceux (jui ont lu tous ces 
ouvrages , ont pu remarquer qu’à l’exceptjon de la partie 
historique et de la vérification des instrumens , ils se res- 
semblent tous pour le fond , et que dans tous on a suivi les 
mêmes méthodes de calculs. 

Ces méthodes , purement approximative^ , pouvoient 
paroître suffisantes avec les instrumeus qu’on employoit 
alors. Les erreurs du calcul étoient pour l’ordinaire fort 
inférieures ù celles de l’observation , et l’on a en raison de 
ne pas affecter une exactitude qui n’eût été qu’illusoire. 

Des instrumens nouveaux , en nous permettant d’aspirer 
à une précision beaucoup plus grande dans la mesure 
des angles, nous iinposoient la loi de chercher pour les 
calculs des méthodes plus exactes et plus rigoureuses. 
Avant même qu’il ne fût question de mesurer de nouveau 
la méridienne, je m’étois occupé de quelques recherches 
relatives ù ces ojjérations. J’ai publié dans la Connoissance 
des Temps mes formules et mes tables pour les réductions 
des angles. J’avois dès-lors reconnu l’insuffisance de la 
méthode employée jusqu’ici pour tenir compte de la con- 
vergence des méridiens. Enfin Qotre mesure ayant com- 
mencé vers le milieu de 1 792 , je sentis bientôt la néces- 
sité d’examioer tous les problèmes que j’aurois à résoudre 
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<Ians le cours de ce travail. Je m’attachai à en renfermer 
la solution dans des formules générales qui dispensassent 
le calculateur du soin embarrassant de faire des figures 
pour tous les cas qui peuvent se présenter. 

Par-lA, je suis parvenu à simplifier les opérations. 
Voyez, par exemple, dans lu Méridienne vérifiée la 
maniéré dont on expliquoit les élémens de la réduction 
des angles au centre de la station , et les diverses dénomi- 
nations employées suivant les différentes positions de 
l’instrument par rapport à ce centre. Les onze figures 
qui accompagnent ces explications sont d’un usage peu 
commode. A chaque observation on étoit obligé de les 
parcourir toutes pour choisir celle qui convenoit, et l’on 
avoit encore la peine d’examiner quels dévoient être les 
signes des deux parties de la réduction. D’autres observa- 
teurs n’ont trouvé rien de plus sûr que de placer à côté 
de chacun de leurs angles une figure qui put guider le cal- 
culateur. Une fonnule aussi simple que générale dispense 
de tout cet appareil. Il suffit de mesurer une distance et un 
angle, et avec ces deux données le calcul devient aussi 
sûr que commode. 

Par-tout j’ai suivi la même marche. Quand le lecteur 
aura vérifié les démonstrations que je donne de chacune 
des formules , il pourra ensuite s’en servir avec confiance 
et facilité dans toutes les circonstances. 

J’ai donne ces démonstrations dans toute leur étendue : 
elles sont toutes algébriques , et composées d’une suite 
d’équations qiii se déduisent l’une de l’autre par des substi- 
tutions fort simples. Cette méthode me paroit la plus claire 
et la plus satisfaisante. Quelques personnes la trouveront 
Sans doute un peu longue j mais tous ceux qui s’occupent 
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d’opérations géodésiques ne sont pas également familia- 
risés avec les procédés algébriques ; et si je m’étois con- 
tenté d’indiquer la marche qu’il faut suivre , plusieurs 
d’entre ceux ù qui ce Mémoire peut être utile auroient 
été dans l’impossibilité de remplir les lacunes et de rccon- 
noitre les fautes d’impression, si par hasard il en restoil 
quelqu’une dans les formules. 

Les réductions au ceutre de la station ne sont pas seules 
nécessaires. Quand le signal observé a un diamètre sen- 
sible , et qu’il est inégalement éclairé , le point observé 
peut n’ètrc pas dans la direction de l’axe; alors il faut 
une correction à l’angle observé. Je me suis attaché à 
déterminer cette correction , trop négligée jusqu’ici ; et 
j’ai donné des formules pour tous les cas que j’ai rencon- 
trés ou que j’ai pu prévoir. Ainsi l’on pourra corriger les 
erreurs produites par les dilTérentes pha§cs des signaux. 

J’ai donné des formules et des tables très-simples pour 
réduire à l’horizon les angles observés dans des plans 
inclinés. 

Les memes tables serviront à réduire les angles horizon- 
taux ou sphériques aux angles rectilignes formés par les 
cordes des arcs terrestres. 

Les cercles de Borda , qui ont servi à toutes nos opéra- 
tions, permettent de répéter d’une manière presque indé- 
finie la mesure des distances des étoiles au zénith dans une 
même nuit pour en conclure la hauteur du pôle ; mais ces 
distances sont observées hors du méridien : elles ont besoin 
d’une correction. Je donne pour la calculer uue.série très- 
convergente , dont les deux premiers termes suffisent tou- 
jours^ et des moyens faciles pour renfermer ces deux 
termes dans une table commode. 

J’examine 
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J’exauiinc les différentes erreurs dont ces obscrvûlioiis 
sont susceptibles , et la théorie , confirmée par l’expérienec , 
fait voir que ces erreurs sont insensibles. 1800 observa- 
tions de ec genre , faites dans le cours de cet hiver pur 
deux étoiles din’érenles , pour déterminer la latitude de 
mon observatoire , m’ont donné prescjuc constamment la 
même quantité pour cette latitude. Les petites variations 
i’ qu’on remarque d’un jour à l’autre, peuvent très-bien s’at- 
tribuer auxy irrégularités de' la- réfràcliori.- 'Les' résultats 
moj-^ens de mes deux étoiles dilférent à peine de o",2 , et je 
trouverois encore la meme chose, si, au lieu d’employer 
mes 1800 distances, je m’arrètois à 4 ou 5 oo , c’est-à-dire 
à une centaine d’observations pour, chacune de rocs étoiles, 

A la suite des formules qui servent à trouver, pour tous 
les sommets d’une longue suite de triangles, les difiércnccs 
• de longitude, de latitude et d’azimuth dans la supposition 
de la terre sphérique, j’explique les moyens d&^ tenir 
compte de l’applalissemcnt de la terre , et de déterminer 
..cet applalissement par les observations. Pour faciliter celte 
^explication , j’ai réuni un grand nombre de formules qui 


donnent , en fonction de la latitude, la valeur de toutes 
-â' V ; ïcs parties de l’ellipse du méridien terrestre. Parmi ces 
t'iV' formules, on trouvera deux sériés fort simples, qui peuvent 
i^qi;. ..être utiles, dans les calculsde paràjlimtt. . .. 

' Le. dercle de Borda étré^OT^^fé comme le ■ 
tdb^ous les niveaux. Les ^i&tancOlnl|fyÿ^tli , que ' 
&nâ*^seÿ^3.' à tous nos signaux sans exception , 
it les hauteurs de chacun de ces points au-dessus 
,’à Dunkerque' et à Barcelonne.- Il est vrai que 
j^s'fl^actions terrestres diminue un peu la 
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précision que rinslrumeiU poiirroit faire espérer. Mais 
avec des observations réciproques et simultanées à deux 
signaux , on auroit f sans aucune erreur, la didcrcncc de 
niveau des deux stations j et deux observateurs qui se 
concerleroient , feroient avec beaucoup d’exactitude le 
nivéleinent d’une grande région. J’ai donné pour tous les 
cas qui peuvent se présenter dans la pratique , les formules 
finies qui renferment la solution exacte du problème et 
des séries couvci ”ÿites dont le premier terme sulRt ordi- 
Enfin , pour rendre ce Mémoire plus utile à tous ceux 
qui ont à faire des opérations du même genre à-peu- 
pres , que celles qui servent de base à la description d’une 
méridienne , j’ai donné des exemples numériques de tous 
les calculs , cl j’ai montré comment la seule règle algé- 
brique des signes peut dispenser de toute autre attention , 
et faire sortir d'une formule générale la solution parti- 
culière qui convient à chacun des cas qui peuvent se 
}'/résenler dans la pratique. J’ai aussi , dans cette partie 
du Mémoire , placé la solution de quelques problèmes 
qui m’ont souvent été utiles , et qui le seroient encore 
plus dans les opérations topographiques. 

Quand on a commencé l’impression de ce ^lémoire , 
le cit. Legendre venoit d’en publier un dont l’elTct est 
de rappeler et d’éclaircir les méthodes qu’il avoit don- 
nées en «787 dans les Mémoires de^ l’Académie 'des 
Sciences. Oti le trouvera cüVtcle de ce volume.’' Ayant 
ù résoudre les mêmes protéines , nous avons quelque- 
fois ])ris la même route , et iipus sommes parvenus à des 
résultats identiques. D’autre§'/ois , ayant pris des routes 
toutes dilTéreiites , ’hoiis an^v^us à des méthoJc^s ne 
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6c ressemblent en aucune manière ; mais elles ci n- 
'{duisent au même but. Le calculateur pourra choisi)' , 
ou, ce <]ui vaudroit encore mieux, les employer con- 
, curreminent. Quand il aura tiouvé les mcuics quaiililcs 

• par des procédés qui n’onl rien de commun , il sera con- 

• vaincu tout-à-la-fois de rcxactitudc des mclI)odcs et de 
la bonté de ses calculs/ 

D E L A M B U E. 

I^e 11 gcrniinal an 7*. 
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JÎ2 


••«‘A- 

' S; 

• . -'r;*; V . 
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Pour dé terminer la longueur exacte du quart du Méridien, 
d'après les obserpations faites pour la mesure de l'arc 
i compris entre Dunkerque et Barcelonne. 

^ V I ■ ' 

\ ' >Par A. M. Leg E N O K E , Membre de la Commiition des Poids 

et Mesures, de V Institut national. 


Les citoyens Delambre et Méchain ayant enfin terminé tonies 
les opérations relatives à la mesure de l’arc du méridien compris 
entre Dunkerque et Barcelonne , on va s’occuper sans délai de 
déduire des données que ccs excellens observateurs ont recueillies, 
la grandeur du quart du méridien qui étoit l’objet principal de 
leurs travaux. Dans cette circonstance , j’ai cru qu’il ne seroit 
pas inutile de communiquer aux géomètres quelques idées sur la 
méthode qu’on pourroit suivre dans le calcul des observations , 
afin tle parvenir à un résultat aussi exact que la nature de la 
question le comporte. Ces idées sont une suite de celles que j’ai 
déjà exposées dans un Mémoire sur les opérations trigonomé- 
triques , imprimé dans le volume de l’Académie des Sciences , 
pour l’année 1787; je prendrai de-là occasion de développer 
quelques démonstrations qui avoient été omises dans ce Mémoire , 
et que plusieurs personnes ont paru desirer. 


Les élémens du calcul empruntés de l’observatjon sont : 
i*. Les angles des triangles et les hauteurs des stations néces- 
saires pour réduire chaque triangle au plan de l’horizon. 

La base de Melun à Lieusaint, Cette base principale , ainsi 
que la base de vérification , mesurée près Perpignan , ont été 
rapportées à un module particulier , appelé la règle n°. 1 , dont 
la longueur est fort approchée de deux toises. 

3 °. Les azimuths de deux côtés de la chaîne , ou les angles qu’ils 
font avec le méridien. Ces azimuths ayant été mesurés aux 
deux extrémités de la chaîne , il en résulte une vérification de 
M£m. de Legexdbe. A 


Z' 
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3 DE LA DÉTERMINATION 
toute l’opération , non moins importante et plus facile que celle 
qui a été donnée par la mesure d’une seconde base. 

4 *. Enfin les latitudes des points extrêmes , Dunkerque et 
Montjouy , ainsi que celles de trois autres points intermédiaires, 
Paris , Evaux et Carcassonne. 

Tous ces élémens ont été déterminés avec un degré de pré- 
cision qui auroit droit d’étonner, s’il n’étoit une suite nécessaire 
de l'excellence des moyens employés , et de l’habileté des 
observateurs. 


Du Calcul des Triangles. 

Lorsqu’on aura réduit à l’horizon tous les angles des trian- 
gles ( Note i") , et qu’on aura appliqué à chacun des angles 
réduits la correction nécessaire pour que la somme des angles 
de chaque triangle soit égale à 180* + le petit excès dû à la 
surface du triangle , et calculé a priori ( Note II), il n’y aura 
plus lieu d’avoir égard à l’inégalité de hauteur des stations , et 
toute la chaîne de triangles se trouvera projetée sur une surface 
.iphérique ou sphéroïdique , qu’on peut regarder comme un pro- 
longement de la surface de la mer. 

Dans cette hypothèse , qui paroît la plus propre â simplifier les 
calculs , tous les triangles deviennent sphériques ou sphéroï- 
diqnes , les côtés sont ou peuvent être considérés comtqe des 
arcs de cercle ; et la base , qui est pareillement un arc de cercle , 
se déduit aisément de la base mesurée , en y appliquant une 
correction calculée d’après les hauteurs connues de ses deux 
pointa extrêmes au-dessus du niveau de la mer. 

Cela posé , pour calculer les différens côtés de la chaîne des 
triangles de projection, on pourra faire usage du théorème 
énoncé dans les Mémoires de l’Académie, pour l’année 1787, 
et dont nous donnerons la démonstration ci-après ( Note III) j 
en conséquence, si, dans le triangle proposé, la somme des 
angles est 180* -h «, on retranchera | « de chacun des angles, 
afin que la somme des angles restans soit de 180*. Cette sous- 
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traction faite , on procédera comme si le triangle proposé étoit 
rectiligne , c’est-à-dire qu’on fera la proportion : he sinus de 
l’angle opposé au côté connu est à ce côté comme le sinus d’un 
autre angle est au côté opposé. Le quatrième terme sera la vraie 
longueur du côté du triangle sphérique qu’on vent résoudre, 
laquelle se trouvera ainsi avec la même facilité que si la chaîne 
de triangles qu’on calcule étoit située toute entière sur un même 
plan. 

On a proposé de calculer ces mêmes triangles sphériques, au 
moyen des triangles rectilignes formés par les cordes de leurs 
côtés } mais, pour cela, il faut déterminer par autant d’opéra- 
tions distinctes la difiérence qu’il y a entre chaque angle du 
triangle sphérique et l’angle correspondant du triangle recti- 
ligne. Il est évident que celte méthode est moins simple et plus 
sujette à erreur que celle que nous venons d’exposer. 

Du Calcul de l’arc du Méridien. 



Soit une chaîne quelconque de triangles ABCDEF, etc. 
peu éloignée de la méridienne A M N X , et tracée sur une surface 
courbe qui représente le niveau des eatix de la mer ; on suppose 
connu par ce qui précède les angles et les côtés de ces triangles, 
on connoit de plus par l’observation l’angle C A M qui mesure 
Vazimuth du côté A C , ou son inclinaison par rapport au méri- 

A 3 


•J.--’' 
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dien ; il s’agit de trouver la longueur de la méridienne A X , 
prolongée jusqu’à la rencontre de la perpendiculaire LX abaissée 
du dernier point de la chaîne. 

Pour cela , on suivra les mêmes principes que dans le calcul 
des triangles ÿ mais on pourra y suivant les circonstances , trou- 
ver des moyens d’abréviation , et éviter de calculer autant de 
parties de la méridienne qu’il y a de triangles. Dans la figure 
proposée , après avoir prolongé CD en M , on résoudra le 
triangle ACM, dans lequel on connoît le côté A C , et les deux 
angles adjacens C AM, ACM; il faudra d’abord calculer dans 
ce triangle la valeur de • , excès de la somme de sçs angles 
sur 180°; ensuite on retranchera de chacun des angles C AM, 
ACM, et on prendra la somme des deux restes, qu’on retran- 
chera de 1 80° , pour avoir l’angle représentatif de C M A. Au 
moyen de ces trois angles et du côté connu A C , on détermi- 
nera les deux côtés AM, CM, par la même proportion que si 
le triangle étoit rectiligne. 

Pour eonnoître M O , il faut résoudre le quadrilatère D M O F , 
dans lequel on connoît les angles en M, D, F, et les deux 
côtés DM, DF. Soit d’abord tirée la diagonale MF, on aura à 
résoudre le triangle D M F, dans lequel on connoît les côtés DM, 
D F , et l’angle compris D. Pour cet effet , on procédera comme 
si le triangle DMF étoit rectiligne , avec l’attention seulement 
de retrancher de l’angle M D F lè tiers de l’excès » , qui ré- 
pand à l’aire de ce triangle. On aura donc par ce calcul le 
côté M F et les deux angles DMF, D F M , à chacun desquels 
il faudra ajouter y ». Venant alors au triangle MF O, oh con- 
noîtra le côté MF et les deux angles adjacens; on en conclura 
donc , de la manière ordinaire , les côtés M O , F O , et l’an- 
gle MO F. 

Dans le triangle O P H , connoissant le côté O H et les deux 
angles adjacens , on déterminera de même OP, PH, et 
l’angle O PH. 

Enfin le reste de la méridienne PX peut se déterminer suc- 
-cessivement par la résolution des trois triangles PHK,PQK, 



i - X. 
'• ! 
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QLX; mais il est plus simple de prolonger l’arc JL, et de 
déterminer P X par la résolution des deux triangles P JZ, LXZ. 
Dans ce dernier, on connoîtroit l’hypoténuse LZ, l’angle Z et 
l’angle droit X j il faudroit donc, après avoir déterminé la valeur 
de • propre à ce triangle , faire la proportion 

sin ( 90° — j «• ) : L Z cos (Z — f«) : XZ. 

Nous avons réuni dans la figure qui sert d’exemple tous les 
cas qui peuvent se rencontrer , et il ne peut plus y avoir de 
difficulté pour l’application de la méthode. En général , la quan- 
tité très- petite » varie d’un triangle à l’autre , et doit être déter- 
minée a priori pour chacun des triangles qu’on a à résoudre; 
le tiers de celte quantité doit être retranché de chaque angle 
du triangle sphérique , pour y appliquer les règles des triangles 
rectilignes ; mais le résultat étant trouvé , il faut ajouter à cha- 
cun des angles la petite quantité <» qui en avoit été soustraite. 
Nous avons donné l'exemple de la résolution d’un quadrila- 
tère D M F O , dans lequel on connoît deux côtés et trois angles ; 
ce calcul , on peu plus difficile que celui des cas ordinaires , peut 
être évité en prolongeant les deux côtés ED , EF , et calculant 
les triangles RDM, REN, FNO; mais alors on voit qu’on a 
trois triangles à calculer au lieu de deux; de sorte que l’avan- 
tage reste à la première méthode. 

Par ces calculs , on connoîtra en même temps les asirauths 
d’un assez grand nombre de côtés de la chaîne, c’est-à-dire les 
angles que ces côtés font avec la méridienne. Si donc les azi- 
muths ont été déterminés en deux endroits dilTérens , comme on 
le fait ordinairement aux deux extrémités de la chaîne , on 
■aura un moyen très-simple de vérifier l’opération , puisque l’azi- 
muth conclu de la série des triangles doit s’accorder avec l’azi- 
xnuth observé {Note IP^). 

Enfin il faut observer que le point X a une latitude un peu 
plus grande que le \la latitude du point L , r le 

rayon de courbure^^méridien versle point L, y la distance LX, 
R le nombre de secondes comprises dans le rayon des tables, on 


6 


DE LA DÉTERMINATION 

tronrera que la latitude du point X est a + i R tangA^ 
où l’on voit que la correction sera exprimée en secondes. 

Equations entre les longueurs des Arcs et les latitudes 
de leurs extrémités. 

~ Par les calculs précédons , on connoîtra les longueurs des dif- 
férentes parties de la méridienne , comprises entre les parallèles 
des principaux points de station , qui sont Dunkerque , Paris , 
Évaux , Carcassonne et Montjouy , près Barcelonne. On connoît 
d’ailleurs , par des observations très-exactes , 
les latitudes de ces dilTérens points j il ne s’agit 
donc plus que d’établir les équations qui 
doivent avoir lieu entre la longueur de cha- 
que arc et les latitudes de ses extrémités. 

Jusques-là on pouvoit se passer de con-: 
noître la nature de la courbe du méridien, 
et il suflisoit de savoir que cette courbe étoit 
peu différenle du cercle; car dès-lors tous 
les triangles tracés sur la surface du sphéroïde , et n’excédant 
pas la grandeur des triangles observés , pouvoient être regardés 
sensiblement comme des triangles sphériques. Mais à présent, 
pour avoir la relation entre les longueurs des arcs et les latitudes , 
il est nécessaire de faire une hypothèse , la plus générale qu’on 
pourra, sur la figure du méridien. 

Soit a le rayon de l’équateur , A le demi-axe ou le rayon mené 
au pôle ; soit v un rayon vecteur quelconque , et 4 l’angle que 
font entr’elles les lignes b et v; il résulte d’un grand nombre de 
recherches fondées sur la théorie de l’équilibre des £uides(i), 
qu’on pourra supposer 

P = b ( 1 + m sin* 4 + n sin'* 4 ) 
m étant une quantité très-petite de l’ordre de l’applatissement, 


- Dunkerque. 
+ Paris. 

■ * Evaux. 

- • Carcassonne. 

- - Montjouy. 


(i) Voyts lei Mémoires de l’Acad. des Sdeoces, aaoee 178 g, p. 3g4et 4i8, 
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et n une quantité de l’ordi-e m'. Si on fait i = o(i + «),en 
sorte que a désigne la quantité de l’applatissement , on aura donc 
« m + U. 

Dans le cas où la figure du méridien seroit exactement ellip- 
tique , on auroit par les propriétés connues de cette courbe , 

q‘ h' &• ( 1 4- « )• 

^ a* cos* 4 + é’ sin* 4 — (aa-l-i»*) sin* 4 

ou en extrayant la racine, et développant jusqu’aux quantités 
de l’ordre ** inclusivement , 

P = b ( 1 4-(<t — T**) 4 + î sin^ 4 )• 

Ainsi la figure représentée par l’équation 

v = b ( i + m sin* 4 + a sin* 4 ) 
se confondra avec une ellipse , si on a n = J /n* j mais en géné- 
ral cette équation représente une courbe très - voisine de 
l’ellipse. 

Cela posé, soit S l’arc du méridien compris entre les deux 
rayons vecteurs a et v , on aura rfS = — ÿ' {v’ d 4-' + d v*); 
donc , en observant que d v est de l’ordre de « , et qu’il suffit 
de développer toutes les quantités jusqu’aux «* inclusivement , 
on aura 

ciS — — vd 4— — T-. = — b </4 ( 1 4 - m sin’4 4- « sin*4 4- 3 u»*sin*4cos*4) 
a*^a4 

De-là résulte en intégrant et déterminant la constante 

S = + + Jm*^( 9 o' — 4) 4* m + j n) sin a 4 ' 

4- A(rfcm*— j^n)sin 44 
Il convient maintenant d’introduire, é la place del’angle4, la lati- 
tude de l’extrémité de l’arc, que nons appéllerons L. Or, quelle 
que soit la courbe du méridien , il est facile de voir qu’on a 
en général 

tang(4 4-L-9o*) = ^. 

Donc , puisqu’on néglige les puissances troisièmes de a , on aura 
d U 

4 4 - 9°° — ^ ^ *in4cos4[m 4- (a n — /n*)sin*4] 

= 90 “ — 4 4- ( m 4- n — î m*) sin 2 4 4- ( j — sin 4 4 . 


8 ‘ DE LA DÉTERMINATION 
De-là résulte réciproquement 
4 = go° — L + (m + n — jm*)sina L — ) sin4L. 

Cette râleur étant substituée dans celle de S , on trouvera, 
en se bornant toujours aux termes du second ordre , 

S=i[(i + j/i+ jm’)L— ï(/n+/i)sinaL+(fjOT*— ÿ7rt)sin4L] 

Soit M le quart du méridien , on aura , en faisant L = go' = j 5 t , 
M = i ( 1 + i m + i n + -1 m* ) i 5T. 

Donc , 


- -, r *-■ ,(m+n — im‘) . _ im " — ini . ,, 

“T - ÎT - ^ 

Donc 81 S' est un autre arc terminé à la latitude L', on aura 
.,.rL-L T 


in) 


(sin a L' — sin a L)^-iJ•^^ — ^(sin4L' — sin4L)^ 


Telle est l’équation qui donne la relation entre un arc quelconque 
S' — S du méridien, et 1rs latitudes L', Lde ses points extrêmes. 
On voit que de cette équation on tirera immédiatement la lon- 
gueur du quart du méridien M , dès qu’on connoîtra les coeûi- 
ciens m et n. 

, m + n—'-m‘ ,, m'—jn 


Soit pour abréger 


. 9=-, 


pourra regarder petç comme les coefEciens inconnus , et l’équa- 
tion précédente se réduira à la forme 

S' — s = M ^ — 7 -^— — P (sin a L'— sin 2 L ) + 7 (sin 4 L' — sin 4 L)^ 

Comme le coeOicient ç est beaucoup plus petit que p , on peut , 
dans une première approximation, négliger le terme qui contient'!^ ^ > 
Appelons L , L', L", L'", L"" les latitudes respectives des points 
M , C , E , P, D } appelons pareillement S , S', S", S'", S"" les arcs 
du méridien compris depuis l’équateur jusqu’à ces dilférens points. 
L’équation précédente, appliquée successivement aux deux arcs 
ME, ED, donnera, en négligeant les deux équations 

S" — S = M Mp ( sin 2 L" — sin a L ) 

ï» 

T T 

S""_S"=M — M;j ( sin 2 L""— sin a IJ>) 

I ^ 

D’après 
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D’après ces deux équations , il sera facile de déterminer les 
valeurs de M et/> , lesquelles doivent déjà être fort approchées , 
puisqu’on ne néglige que des quantités de l’ordre de «* ( i ). 

Soient M° et p' les premières valeurs approchées de M et p ; 
pour en avoir de plus exactes , on fera M = M° ( i 4- * ) > 

M P = M°/>" ( I +^) , M y = M“ X} puis substituant dans 
l’équation générale les quantités relatives aux quatre arcs M £ , 

ED, M P, CD, on anra les quatre équations 
S* — S L" — L 

— — = — ; ( * + ^) — P° ( ' +y ) 2 L" — sin a L) + Z (sin 4 L" — sîn 4 L) 


c/r_ q» T jr t • 

— — — — = — ; (i + z) — p’( i +j) (sin a L '^ — sin a L'^ + z (sin 4 — sin4L") 

*M - fr 

C'" _ Q T T 

^ — = — ; ( I + *) — P° ( * +^) (sin 2 L"' — sin 3 L) 4 - z (sîn 4 L'" — sin 4 L) 


c' T ly T' 

— — = — ; ( • 4- *) — p’ ( 1 4 -^) (sîn 3 U *' — sîn a L') 4 - z (sîn 4L"^ — sîn4L') 

M® 7 ^ 

où l’on voit qu’en vertu de la supposition par laquelle M° et p" 
ont été déterminées , les deux premières se réduisent à celles-ci 
L" L 

O = — ; X — y ( sin 3 L" — sin a L) 4 - z ( sin 4 L" — sîn 4 L } 

» 

O — ^ — y (sinaL'''— sinaL") 4 - z(sin 4L^^ — sin 4L') 

T 

De sorte qu’on aura quatre équations de cette forme 
P =/ X —g y + h z 
O =/ x—g y + h' e 
e"=f'x-ff'y-+ h"z 
e'"=f"x-^"y A- h!"z 

desquelles îl faut tirer les valeurs de x, y, x. Dans ce genre 
d’analyse , dont les questions astronomiques ofirent beaucoup 
d’exemples , il ne faut pas chercher à résoudre exactement trois 
des équations , ce qui feroit porter toute l’erreur sur la qua- 


(1) n est vraisemblable quol’applatissemeut «t n’est pas fort éloigné ée^^ , et 

3 1 1 , 

|u amsi on doit avoir P = — • 3^=0^ à-peu-pres. 
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\ 

trième ; mais il faut tâcher de compenser les erreurs de manière 
qu’elles portent à-peu-près également sur toutes les quatre ; c’est 
ce qui n’offrira point de difficulté lorsque les valeurs numériques 
seront substituées. 

La valeur de x étant connue , on aura immédiatement la lon- 
gueur du quart du méridien M = M° ( i -1- > qui est l’objet 

principal de ces recherches. Ensuite les valeurs dey etr donne- 
ront des notions précieuses sur la figure du méridien. 

P* ( I + y ) Z 

On aura d’abord p = — , et o = — ; — , ou 

^ I -f- ST * i ■¥ X 


m + n — j TO* 

ment^=/> (i — a:),y = z.Maisonafait/>=^. 7 , 

• 

T ” .1 . . « 

O = ^ . — ; — — , soit donc ç x = r , OU aura 

ï ^ 

m = r — |r*,n = 2/7i* — "rry*’! de-là résulte l’applatissement 
«t = m -f n J et pour juger jusqu’à quel point la figure du mé- 
ridien approche de l’ellipse , on prendra la valeur de n — 7 m* , 
ou de î m* — tÎ ÿ laquelle de\Ta être zéro , si le méridien est 
une ellipse. Enfin mel n étant connus , on aura l’équation de la 
conrbe du méridien 

P = b (i + m sin* 4 + u sin* 4 ) 
dans laquelle le demi-axe b doit être tiré de l’équation 
M = é(i + 

Ces déterminations ne laisseront rien à desirer , si toutefois 
les erreurs des quatre équations ci-dessus peuvent être assez . 
atténuées pour ne pas passer les limites des erreurs de l’obser- 
vation , et n en même temps les valeurs de x, y , 2 , sont de la 
petitesse convenable pour justifier l’hypothèse qui sert de base à 
ces calculs. 

Dans le cas très-peu probable où l’on ne pourroit pas satisfaire 
assez exactement aux équations mentionnées, on seroit obligé 
de conclure que la figure du méridien est très -irrégulière , et 
que la connoissance des neuf ou dix degrés mesurés ne suffit pas 
pour déterminer la longueur du quart du méridien. Il faudroil 
donc alors convenir d’une autre manière d’établir la mesure 
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nniverselle, et le moyen qui se présente naturellement seroit 
de prendre , au lieu du quart du méridien , une longueur égale 
à loooo fois la minute décimale du méridien , prise au 5 o* degré 
décimal de latitude. Cette minute seroit la valeur du kilo- 
mètre , et on pourroit la déterminer -avec toute la précision 
requise d’après les degrés mesurés j mais il y a lieu de croire 
qu’ou ne sera pas obligé d’en venir à cet expédient. 

NOTE I". Réduction d’un Angle à l’horizon. 


Soit A l’angle observé entre deux points éloignés ; soient 
go° + « et 90” + C les distances de ces mêmes points au zénith; 
soit enfin A + x l’angle résultant de la projection des côtés de 
l’angle A sur l’horizon , on aura par les formules connues des 
triangles sphériques , et en supposant le rayon = i , 

, . cos A — cos(9o” + «)co8 (90' +e) cos A — sin « sin C 

sin (90°+«)sin(9o‘ + f) cos* cos f 

Dans les observations géodésiques , les angles * et C peuvent 
toujours être supposés très-petits : ainsi , en négligeant seule- 
ment les quantités du quatrième ordre , on pourra faire 

sin<sin^=«C, cos*= 1 — ï«‘» cosf=i — -jf*, 
ce qui donnera cos (A -1-x) = cos A(i -h î**+vf*) — De-là 
on voit que x doit être une quantité du second ordre : on peut, 
par conséquent , mettre cos A — x sin A à la place de cos (A-px), 

' et on aura 

«b — j(»*+f*)cosA 1 — cos A i+cosA 


sin A 


y sin A 


y , sin A 


et ^ C A ^ 

Soit donc pour abréger ^ = p , ^ 

x = p' tang t A — y* cot ï A ; 

cette valeur est exprimée en parties du rayon : mais comme dans 
la pratique p et js seront donnés en secondes , si l’on vent que x 
sent exprimé de la même manière , il faudra faire 


x = ^tangiA-^|-coti A, 


B 3 
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R étant le nombre tle secondes comprises dans le rayon , nombre 
dont le logarithme est 5,3 1 44 35. 

NOTE II. Excès de la somme des trois angles d’un 
triangle réduit à l’horizon , sur 1 8 o’. 

11 snf&t de connoître à-peu-près les côtés d’un triangle sphé- 
rique très-peu courbe , pour être en état de déterminer avec 
précision le petit excès de la somme de ses trois angles sur iSo”. 
Soit cet excès » j'Soit T l’aire approchée du triangle en suppo- 
sant le rayon de la sphère = i , on aura , par le principe connu 
de l’aire du triangle sphérique , «» = T : donc si le rayon de la 
sphère est r, et si on veut que «soit exprimé en secondes, il faudra 
T 

faire « = ~r*R» H étant toujours le nombre de secondes conte- 
nues dans le rayon des tables. 

T 

Dans l’évaluation du rapport 'pr > faudra exprimer le rayon r 

de la sphère par la même unité qui sert à exprimer les côtés 
du triangle. Cette unité ou module valant à-peu-près 3 toises , 
von devra prendre logr= 6. 31 3g ; d’ailleurs on alogR = 5. 5i44 : 
donc au logarithme de la surface du triangle, exprimée en 
modules quarrés , il faudra ajouter le logarithme constant 
3,8866 , et on aura le logarithme de l'excès « , exprimé en 
secondes. 

NOTE III. Résolution des triangles sphériques dont 
les côtés sont très-petits par rapport au rayon de la 
sphère. 

Soient A , B , C les angles d’un trian^^e sphérique infiniment 
peu courbe , 0 , b ,c les côtés opposés , on aura par la propriété 
connue sin A : sin B ; : sin a : sin é } et puisque les côtés a et b , 
comparés au rayon de la sphère , sont txès-petits , on pourra 
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faire sin o = a — , sin 3 = 3 — -^ } ce qui donnera 

sin A : sin B a ( i — j <*')• *(*“?*')• 

Cherchons maintenant une indéterminée x , telle qn’on ait 

fl : é sin (A — x) ; sin (B — x) ; 

, , . ûtsinB — ésinA 

de celle équation on tirera tang x = — ; -:et parce 

^ ° acosB — écosA * 


a ( I — i A*) sin A 


, on aura 


( 1 — A‘) sin y\ sin B — ( a’) sin B sin A 

•ang * ^ ^ — i 6*) sin A cos B — ( i — | a*) sin B cos A’ 

d’où l’on lire en négligeant seulement les quantités du qua- 
trième ordre 

, . . . sin A sin B 

xz=^(a‘ — b‘). ■ ■ ■ - . -T îjT, 

‘ ^ 'sin (A — B) 

Mais en considérant la triangle proposé comme rectiligne , il 

. , , . , ain A sin B 

est aise de voir que la quantité - (o* — b j. ^ ^ se ré- 

duit àj a A sin C, cl représente par conséquent l’aire du triangle; 
donc si cette aire est appellée •< , on aura a» = j » ; d’ailleurs 
on sait que l’aire • représente aussi l’excès de la somme des 
trois angles du triangle sphérique sur i8o“; de- là et de la 
proportion sin ( A — j » ) : sin ( B — ÿ « ) :: a : A , qui aura sem- 
blablement lieu pour deux autres côtés, on tire ce théorème 
remarquable : 

Si la somme des Irais angisa d!w% triangle sphérique , dont les 
ciStés sont très-petits , est supposée 1 8o* + u , et que de chaque 
angle on retranche j « , ce qui réduira la somme des angles 
restons à i8o® juste , je dis que les sinus des angles ainsi di- ' 
ntinués seront proportionnels aux côtés opposés , de sorte que le 
triante pourra être résolu comme s’il était parfaitement rec- 
tiligne. 

C!est la proposition que j’arois donnée sans démonstration 
dans les Mémoires de l’Académie , année 1 787 , pag. 338 . Elle 
ramène i mmédiatement à la trigonométrie rectiligne 1a réso- 


Digitized by Google 


i4 D E L A D !• T E R M I N A T I O N ' 

lalion des triangles spliériqaes très-peu courbes ou dont les 
côtés sont très petits par rapport au rayon de la sphère. Il est 
inutile de développer les diSérens cas de la nouvelle espèce de 
trigonométrie qu’on pourroit déduire de ce théorème, et il suffit 
de considérer que le triangle sphérique dont les élémens sont 
A,B,C; a, b , c, répond toujours à un triangle rectiligne 
dont les élémens sont A — ÿ», B — j», C — -j»; a , b, c , 
de sorte que la résolution de l’un fera toujours connoître la 
résolution de l’autre. Mais il faut qu’on connoisse au moins 
un coté , et que « soit déterminé a priori par l’aire du triangle 
dont il suffit d’avoir une valeur grossièrement approchée. 

Au reste , quand même les cotés du triangle à résoudre se- 
roient de quelques degrés, le théorème seroit encore sensible-; 
ment vrai et donneroit une approximation suffisante. 

NOTE IV. De la Perpendiculaire à la Méridienne. 

Par un point A dont la latitude = L , .soit élevée sur le mé- 
ridien la perpendiculaire A B = y , et soit proposé do trouver 
la latitude du point B , sa longitude , et J’angle P B A que fait 
6 A avec le méridien du point A , c’est-à-dire l’azimuth de A 
observé de B (i). 

Pour cela nous mènerons la normale M A terminée à l’axe du 
sphéroïde en M , et faisant M A = r , nous aurons 
r = A(i-|-a/7» — m cos* L ) ; 
cette ligne M A est en même-temps le rayon de la développée 
de l’arc AB, de sorte qu’on pent regarder AB comme un 

t y 

arc de cercle décrit du centre M. Faisons en conséquence"^ = ^ , 

et du point M comme centre, décrivons une surface sphé- 
rique qui rencontre en p , o , é les lignes menées de M vers 
les points P , A , B , (P étant supposé le pôle ) , nous aurons 


(i) La figure e>t dans le Mémoire cité de 1787 ; mais on peut aisément y 
suppléer par celte explication. 
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un triangle sphérique pab dans lequel on connoîlra le côté 
pa = 90° — L , le côté ab = 9 , et l’angle compris pab , qui 
est un angle droit. On aura donc par les formules ordinaires 

cot ô = tang L sin s ) cos p ô = »in L cos t , tang p = — ; 

COS X4 

développant ces formules dans la supposition que 9 est une 
quantité très-petite , et omettant seulement les quantités de l’or- 
dre ÿ*, on aura 


P = 


s’ sin* L 


cos L ’’ cos’ L 
pb= 90“ — h + J p‘ tang L 
b =90* — 9 tang L -P j tang L ( 7 + tang* L ) 
L’angle p donne la diiférence en longitude entre les deux points 
A et B; l’angle b est égal â l’azimuth demandé PB A, on du 
moins on peut prouver qu’il n’en diffère que de la quantité 
\ m 9 ^ tang L , qu’il faudroit ajouter à la valeur précédente pour 
avoir égard à l’aberration de sphéricité j mais cette différence 
pourra toujours être négligée , même quand la distance y seroit 
égale à 2 ou 3 degrés. Enfin 90' — p b ou L — ^ tang L, est une 
valeur approchée de la latitude du point B ; mais cette valeur a 
besoin d’une correctioif , parce que M B ne se confond pas avec 
la verticale au point B. Soit cette verticale NB, et la latitude en 
B = L' , on trouvera aisément C M ( distance du centre C au 
point M ) = 2 m r sin L , pareillement C N = 2 m r sin L' ; donc 
M N = 2 m r (sin L — sin L') = a m r (L — L') cos L = m r » * sin L : 

de-là l’angle NAM ou NB M = M cos L _ ^ ^ cos L j 


donc la latitude corrigée du point B sera 

L' = L — 7 s* tang L — m s* sin L cos L. 

Si on joint â cet élément la longitude et l’azimuth déjà déter- 
minés , on aura tout ce qui concerne la position du point B. 

Quelques personnes ont pensé que des observations d’azimuth 
et de latitude, faites dansdes lieux assez différensen longitude, et 
dont cm connoîtroit la distance , seroient très-propres à déterminer 
la figure de la terre. Celte opinion n’est nullement fondée , puis- 
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qu’on voit que la ligne A B étant perpendiculaire à la méri- 
dienne , le coeiBcient m , qui mesure l’applatissement , n’entre 
que pour une quantité insensible dans l’expression de la latitude , 
et qu’il influe encore moins sur l’expression de l’arimuth du 
point B. Ce sont donc au contraire les observations faites dans la 
direction du méridien , qui sont les plus propres à déterminer la 
vraie quantité de l’applaiissenent. 

Les formules précédentes s’appliquent à la perpendiculaire L X, 
menée par le point extrême L de la chaîne des triangles, et on en 
lire ces deux conséquences ( P'oyez la figure ci-dessus , pag. 3). 

1 °. Soit la latitude en X = L , en L = x , soit la distance 
L K , le rayon de la terre ou la normale au point X = r, 

onaurax = L — tangL — sinLcosL, et réci- 

proquement 

L = A + 7 lang ^ - ^ sin a cos a j 

mais la seconde partie de la correction sera presque toujours 
négligeable. 

3°. Les mêmes choses étant posées , on aura l’azimuth de L X, 
c’est-à-dire l’angle au point L , entre la ligne L X et la ligue me- 
née an pôle , < 

ï= 9 o*— tangL -b tangL (i + tang’L) 

. = go* — -ptangA — ^ tangA( I + itang’A) 

A cet angle , ajoutant l’angle calculé Q L X , on aura l’ezimnth 
de L K , lequel doit s’accorder arec l’azimuth observé directe- 
ment en ce point , et fournira ainsi une vérification de toute 
l’opération. 


Paris, 9 BÎvâse an VU. 
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Employées dans les Calculs de la Méridienne de 

France. 

Par J. B. J. D E L A M B n E , Membre de la Commission des Poids 
et Mesures de l'Institut national. 

Les cercles entiers dont nous nons sommes servis sont en 
degrés décimaux, c’est-à-dire divisés en 4 oo parties. Nons 
n’avons pas encore de tables de sinus rapportées à celte division f 
ainsi la première chose que nous avons à faire est de convertir 
les degrés décimaux en degrés ordinaires. 

Un degré décimal = degré ordinaire = o*,9 = o* 54 '= i' 
J’appellerai pour abréger grade le degré décimal , et je le 
désignerai par la lettre G. On a donc ponr la réduction des 
grades en degrés l’équation i“ = o",g = o” 64' = i* , et pour 

O O 

celle des degrés en grades , l’équation i* = -^=i,iiiniiiii. 

Pour ces doubles conversions , j’ai constrnit des tables ; mais 
je ne m’en sers jamais: le calcnl direct est presque aussi court. 


Proposons-nous d’abord de convertir en degrés 68*, 6749 

J’en retranche le dixième 6, 86749 

Le reste est l’arc exprimé en décimales de degrés tii*, 71741 
Eu multipliant la fraction par 60, on aura. . . 61° 43 ',o 44 (i 

Et puis 61° 43 ' a", 676 

Proposons-nous pour a* exemple de réduire en 

grades 61“ 43'a'’,676 

Je divise les secondes par 60 , et j’ai 61* 43 'o 446 

Je divise les minutes par 60, et j’ai. 6i*,7i74i 

Je prends le neuvième , et je l’ajoute 6*, 86749 

Et j’ai 68°, 57490 

J’aurois pu me contenter de multiplier le neuvième par 10 ÿ 
mais l’addition sert de preuve. 

de Delambbe. C 
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Correction pour Vexcenlricité de la Lunette inférieure. 


Quand on commence l’observation d’un angle A C B {fig. i . ) , 
on met la lunette supérieure sur l’objet A , à droite , dans la 
direction CA. Si la lunette inférieure étoit concentrique , on la 
dirigeroit selon C B , et l’arc intercepté donneroit sur le limbe 
la mesure cherchée. Mais â cause de l’excentricité C D , la 
lunette inférieure , qui est fixée en D , prend la direction D B. 

Quand ensuite on dirige la lunette inférieure sur l’objet A , le 
point D , par le mouvement de l’instrument sur son pivot , est 
transporté en E , et la lunette inférieure prend la direction A £; 
en sorte que le mouvement donné à l’instrument est égal à 
l’angle DCE , et non pas à l’angle A C B. 

OrDCE=ACE— ACD=ACE— (BCD — BCA) 

=ACE— BCD +BCA=(go”— A)— (90“— B)4-BCA 
= 90° — A — 90°+ B + BCA = BCA + B — A 
^ CD CR 

CB CA ’ 

car les angles A et B étant fort petits , on peut mettre les sinus 

au lieu des arcs. Donc la limette supérieure est repoussée à 

droite hors de l’angle A CB d’une quantité 

_„p.^CD CE 
— BCA + çg 

Donc ) pour la ramener en B , il faut lui faire décrire 


ACB + 


CD 

CB 


+ ACB = 2ACB+ 


CE 


CA 


CB CA 


Donc , en prenant la moitié de l’arc mesuré sur le limbe , on 
obtient ACB + - = j (arc mesuré donc 


2 CB 

ACB = j (arc mesuré) + 


2 C A 
CE 


CD 


2.CA 2CB 


; donc, pour avoir 


ACB, il faut , à la moitié de Fangle pris sur le limbe , ajouter 
T excentricité i excentricité 
D G ■ 


% 


Digitized by Google 


D’UN Arc du MÉRIDIEN. 19 

J’appelle G la distance CB de l’objet B qui est à gauche , et D 
la distance C A de l’objet A qui est à droite. 

Dans la figure, l’excentricité est à droite ;'si elle eût été à 
gauche , elle eût été négative , et l’on auroit une correction do 
signes contraires. 

En général , la correction est égale à la moitié de l’excentri- 
cité , réduite en secondes et divisée par la distance à l’objet qui 
est du même côté que l’excentricité , moins la demi excentricité 
divisée par la distance à l’objet qui est de l’autre côté , par rap-, 
port à la lunette excentrique. 

q''*' 1 

Dans nos cercles, l’excentricité est de et — 

’ 1 *”“* g6 

cette quantité , réduite en secondes , est 3 1 48")6 ; ainâ la correc- 


' lion sera + 


2i 48"6 ai48"6 

D G ■ 


Les petits arcs étant sensiblement égaux à leurs sinus , il s’en- 
suit que le sinus de a* est égal à deux fois le sinus de 1 *; le sinus 
de 3" est égal à trois fois le sinus de 1 " , ainsi des autres ; de sorte 
que U étant un nombre de secondes qui ne passe pas a4oo" ou 4o', 

-, , . . sin a 

on a sin a = U sin 1 : de cette équation I on tire a = — -r. 

’ sin 1 

Ainsi quand on a le sinus d’un petit arc , on le change eq son 
arc en le divisant par sin i"; et quand on a l’arc, on le change 
en son sinus en le multipliant par sin 1 ". Si l’arc est de 4o' , l’er- 
reur n’est que de o',o55} s’il est de 1 ”, l’erreur n’est que de 
o",i84. 

L’usage de la table T® est fort facile. 

Avec la distance de l’objet qui est du même côté que la lunette 
excentrique , c’est-à-dire pour nos instrumens avec la distance 
de l’objet à droite , entrez dans la table , et prenez une correc- 
tion , à laquelle vous donnerez le signe +. 

Avec la distance de l’objet qui est de l’autre côté , c’est-à-dire 
ici de l’objet à gauche , prenez une seconde correction , que vous 
marquerez du signe — . ‘ 

F.XEMP 1 .B. Supposons que l’objet à droite soit distant de 

C a 
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6000 toises , et l’objet â gauche distant de 
S3O00 toises, et l’excentricité â droite. 

La distance de l’objet à droite = 5ooo toises 


donne + o",43 

La distance de l'objet à gauche 

= 33000 toises donne — o",io 

Correction totale + o",33 

Si les deux distances sont égales , les deux 


termes se détruisent , et la correction est 
nulle. 

On pourroit faire de cette correction une 
table à deux entrées , qui donneroit tout d’un 
coup la correction entière avec sou signe ; mais 
la table étant assez longue et fort peu utile , 
je la supprime ici. Celle que je donne est à-peu- 
près aussi commode. 

FIG. 3 . C’est une remarque curieuse du cit. de 
Borda, que l’effet de cette excentricité sur 
les trois angles d’un triangle se réduit à zéro. 

En effet , soit A B C un triangle quelconque. 
L’effet de l’excentricité sur l’angle A est égal à 
+ î« 7e 

AB AC ’ 

sur l’angle B est égal à , 

sur l’angle C est égal à 

AO ü O 

La somme de ces trois valeurs est égale à zéro. 


TABLE I". 


Dblanc* 

•0 

Corr«clioo. 

lOCO 

1 1*5 

1000 

> . 07 

^OjO 

0, 71 

4COO 

6, 54 

)O00 

0. 43 

6coo 

0 , 36 

7000 

0. 3 » 

Scoo 

0. »7 

^oco 

0. »4 

100^0 

0, Il 

ilOCO 

0, 20 

IlOOO 

C s 18 

l|000 

0, 17 

140CO 

0, 15 

ifo;0 

0, M 

16000 

0. Ij 

I 7 COO 

0, 13 

iScco 

O9 la 

K/OOO 

0, Il 

10:^00 

0 , 10 

IlOOO 

0, xo 

11000 

0, 10 

1300c 

0, 09 

14000 

0 , 09 

15000 

Of 09 

i6coo 

0 9 06 

17000 

0 , 08 

iSooo 

Oj c8 

190;;0 

0 » 07 

- 

0, 07 

31000 

0, 07 

52C00 

0, 07 

3 JO 0 O 

0 » c6 

34000 

0, 06 

35000 

0 

0 

Ov 

36000 

0, 06 

370» 

38000 

0) 06 
0, 06 

39000 

0, 05 

40000 

0, 05 


Réduction au Centre de la station. 


11 auroit été presque impossible d’éviter toujours les réduc- 
tions au centre j et le plus souvent on ne l’auroit pu qu’en 
augmentant considérablement la dépense , et en perdant un 
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temps précieux. Nous avons cru devoir céder aux circonstances • 
mais nous avons déterminé avec tout le soin possible u position 
de notre instrument par rapport au centre de la station. Je vais 
exposer les méthodes que je me suis faites pour calculer les ré- 
ductions à ce centre. 

On auroit dû observer l’angle ACB {fig. 2.); mais ne pouvant FIG. i. 
se mettre au centre C de la station , on a été forcé de se mettre 
en O , et l’on a observé A O B. 

ACB=A1B— CBO= AOB + O AC-CBO= AOB + 


Je fais pour abréger ACB = C, AOB = 0, OC = rj 
AC = D, c’est la distance de l’objet à droite}BC = G, c’est 
la distance de l’objet à gauche ; B O C =zy : j’ai par ce moyen 

rsin(0+y) rsiny 
G“‘ 


AOC = (0+_y), et C = 0 + 


Cette formule est générale ^ en faisant attention aux signes 
des sinus de ( O + y) et de_y. 

Ainsi le premier terme de la réduction sera positif tan! que 
l’angle (0 + .y) sera plus petit que i8o°. Il deviendra négatif 
si (O +y) surpasse i8o*. 

Le second terme sera négatif si l’angle y est plus petit que 
i8o°, et il deviendra positif si l’angle surpasse i8o°. 

Il faut que r soit exprimé en secondes , c’est-à-dire multiplié 
par l’arc égal au rayon , ou 57° 1 7' 44", 8 , on , ce qui revient au 
même , divisé par le sinus d’uoe seconde. Soit donc b ce sinus ; 
rsin (O + y) rsiny 


la réduction sera 


b.D 


b.G ■ 


Pour connoître OC, on mesure exactement la distance du 
centre de l’instrument an centre de la station. 

Quand on a mesuré l’angle AOB, la lunette supérieure est 
dirigée vers l’objet à gauche B , et l’inférieure vers l’objet à 
droite A. Celle-ci restant fixe sur A , faites mouvoir la lunette 
supérieure de droite à gauche , jusqu’à ce qu’elle soit pointée 
à C ; le chemin qu’elle aura fait sur le limbe , sera la mesure 
de l’angle B O C = y. 
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Celle formule n’est au fond que la méthode ordinaire pré- 
sentée sons une forme plus générale , et qui dispense le calcula- 
teur et l’observateur de l’embarras des figures , ou de l’énoncia- 
tion détaillée de tous les cas qui peuvent arriver suivant les 
diverses positions du centre O par rapport au centre C. Voici 
une méthode pUu courte , et qui donne la réduction ezpriméo 
par un seul terme. 

Par les trois sommets du triangle, je fais passer le cercle ACB,et 
par le point P où B O coupe ce cercle, je mène les cordes C P et A P. 

ACB = APB=AOB + OAP = AOB + - 

car le triangle A P O donne A P : sin A O B O P : sin O A. P. 

^ „ OPsinAOB /-V 4 r> 

Donc sin O AP = > et parce que O AP est tou- 


AP 


jours un très-petit angle , O A P = 
C = O + 

Le triangle COP donne 


OP sin AOB 

ÂXP 

O P sin O 


; donc 


OP = 


OC sin O CP 


A. AP 
r sin (CAB — BOC) 


donc C = O + 


sin C P O sin CAB 

r sin (A — y) sin O 


rsin (A — 'v) 
sin A * 


; car il est clair que 


A.APsinA 
CPO = i8o‘— CPB = i8o’ — CAB: 
donc sin C P O = sin CAB = sin A. 

A est l’angle à l’objet à droite dans le triangle ABC; mais 
AP = AC + CP cos APC = AC — CP cos ABC = D — CP cos B, 
OCsinCOB r sinj' , «t, rsinj'cosB 


donc réduction = ■ 


rsin (A — jr) sin O 
r sin^ cos B 


A.sinA^D- 


sin A 


) 


rsm(A— j^)sinO ^ rsin (A— _y)sm0.r8in^cosB 
D.A.sinA A.Dsin A.Dsin A 

rsinOsin(A— y) rsinOsin(A— ^)rsin_y cosB 

A>DsinA A.Dsin A.DsinA 
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s3 


Ainsi quand on a trouvé le premier terme — y) 

6*D»inA 


il faut le multiplier par très-probable 


que 


sin>'COsB . , , 

: — est momdre que 1 unité , et r est certainement tres- 

sinA ^ ’ 

petit en comparaison de D. Il s’ensuit donc que le second terme 

est petit en comparaison du premier, et cela à très- peu près 

dans le rapport de r à D , c’esUà-dire le plus souvent moins d’un 

dix- millième , et jamais au-dessus de Supposons donc le 

premier terme = 5o", ce qui est très -rare, le second sera 

, -1 U 

r = — = O ,oi ; mais le plus souvent il sera beaucoup 

0000 100 J / I r 

moindre. On pourra donc toujours le négliger. 

J’ai tâché de me placer de manière à pouvoir tout observer de 
la même place quand cela étoit possible. 11 suffit alors de mesurer 
une fois r, qui est invariable dans ce cas, et un seul^j d’où l’on 
conclut tous les autres en y ajoutant diffiérens angles que donne 
l’observation. 

On a pris (^poiiit^O les angles AOB, BOD,DOE,EOF, 
et l’angle de n’ dûûtinn A O C = > j cet angle jk servira pour 
réduire au point C l’angle AOB. Mais pour réduire l’angle 
B O D , il est visible que l’angle de direction est 
_y = BOC=AOB + COA. 

Pour l’angle E O D , l’angle de direction est 

^ = DOC = DO B -b BOA -b CO A. 

Pour l’angle EOE , l’angle de direction 

y = E0D-HD0B-4-B0A-f-A0C. 

Enfin pour A O F, l’angle de direction 

^ = FOE-i-EOD-l-DOB-i-BOA-l-AOC. 

JV. B. On pourroit se dispenser de calculer cette dernière 
réduction ; car elle est égale à la somme de toutes les réduc- 
tions calculées , prises avec un signe contraire. U vaut pourtant 
mieux la calculer , pour avoir une preuve de la bonté des opé- 
rations précédentes. Si^la somme de toutes les réductions est 
égale à zéro , on aura tout lieu de croire qu’on ne se sera pas trompé. 


FIG. 


a 4 DE LA DÉTERMINATION 
Puisque les réductions sont additires ou soustractives sul>* 
vaut l'endroit où l’on se place , il est évident qu’on peut so 
placer même hors du centre , de manière à ce que la correction 
soit nulle. En voici les moyens | qui sont le plus souvent impra- 
ticables dans l’intérieur des clochers , mais qui sont faciles sur 
les montagnes ou sur les tours terminées en plate-forme. 

rsin(0-|-^) rsiny 

D 


La première formule de réduction est 


Lorsque cette quantité est égale à zéro , on a 
d’où 


rsin (O -hy) 
D 


G 

rsiny 

“G"’ 


G.'D “sinj'rsin ( 0 - 4 -j'), ouGslnO cos^-l-GcosO sinj'=Dsinj', 
ou G sin O = (D — G cos O ) tang_y , et 
. G sin O G sin C . / o . . » \ 

FIG. 4 - Il suffit donc de se placer de manière que_y = A, ou 180” -f A. 

On peut démontrer la même chose par l’autre formule , qui , 

, , , . , . r sin O sin ( A — A ) 

dans le cas de r = A , devient . . = o. 

D sin 

Il peut être embarrassant de chercher le'point oùjy aura la con- 
dition requise. Cette méthode exigcruit un tâtonnement aussi 
long qu’incommode, 

Si l’on pouvoit se placer sur la circonférence du cercle cir- 
conscrit au triangle , on seroit certain de n’avoir pas besoin de 
réduction. Il est difficile de se mettre sur cette circonférence ; 
mais on peut aisément se mettre sur la tangente , qui , dans un 
petit espace , en diflère peu. Pour y parvenir , il faut considérer 
que si l’on mène O C O' tangente en C au cercle circons- 
crit , on aura ECO' = A , A CO = B , BC O = 180® — .A , 
ACO'= 180° — B. Ainsi, quand on connoît l’un des angles 
A et B, on peut aisément mener la tangente O CO', sur la- 
quelle on se placera au point le plus voisin du centre que l’on 
pourra ; mais on pourroit se mettre à plusieurs toises sans incon- 
vénient, comme je vais le démontrer. 

PO=KO— KP=KCsecCKO — KC = KC(secCKO — 1) 
= KC(tangCKOtangiCKO) = jKC tang' CKO , 

à 
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à très-peu près quand CKO est un petit angle, comme U C6i 

j donc 

HCO)‘ 


toujours. Mais tang CKO = 
PO = iCK 


CO 
CK 
(CO)* 


(CK)* CK 
De plus , AB = 2CKsinACB; donc 

I asinACB 2 sin C 


CK 


AB 


AB 


donc 

î(C0)*2sinC (CO)*sinC r*sin C_ r’sin A_r’sin B 
ÂB “ A"B h “ g “ D ' 

lois. *»'•• 

Supposons r = 3 , C = 90® , H = 6000 , jamais nous ne 
trouverons un cas aussi défavorable; car si C = 90°, Usera 
plus grand dans nos triangles ; nous aurons 


Qtoi*. toit. po«. liff- 

P O = ^ — = o,ooi5 = 1 1 
6000 

Ainsi un observateur placé à trois toises du centre sur la tan- 
gente au cercle , ne sera pas éloigné d’un pouce de la circon- 
férence du cercle; et par conséquent la réduction sera insen- 
sible , et l’angle sera sensiblement égal à celui qu’on anroit 
observé sur la circonférence même , ou au centre de la station. 
On peut trouver P O de cette manière 

(CO)* _ (CO)* _(CO)*sinC 

^ ^ ~ PO+aCK “ P Q II -b P O sinC’ 

sin C 

Cette expression est rigoureuse. En négligeant le terme 
insensible P O sin C , on trouvera l’expression précédente. 

Dans les suppositions ci-dessus , qui seroient déjà forcées , 
l’erreur de l’angle ou la réduction seroit 

POsin(O-b A) P O sin A 
D sin 1 " G sin 1" 

Si nous supposons les deux sinus chacun = 1 , la réduction 

o",ooi5 o",ooi5 oL J 1 • 

sera H Chacun de ces deux termes sera au 

D sin 1" G sin i 

plus o",o5î , et leur différence encore moindre ; elle est même 

nulle Ainsi la réduction sera véritablement insensible. 

D 


rrc. 


5 . 


,5 DE LA DÉTERMINATION 
La plupart des clochers qui ont servi de signaux , sont em- 
barrasses par une poutre quarrée verticale qui empêche de 
viser au centre , et de prendre la distance de ce centre à celui 
de l’instrument. Cherchons les moyens de lever cet obstacle. 
Soit E D la diagonale de la poutre , C le centre , O C la dis- 
tance du centre au centre O de l’instrument, COF l’angle j', 
D B et E A perpendiculaires sur O C 


sinEOA = 


sin DOB = 
Mais E C = D C ; donc 


E A E C sin C 

ËÔ'~~ËÜ~’ 

D B _ D C sin C 

ôd"" ô b~' 


sin E O A : sin DOB:: : : O D : E O : 

LO O D 

donc 

OD + EO : OD — EO : : sin EO A + sin DOB : sin EO A — sin DOB 
: : tang j(EOA+DOB): tang^EOA-DOB) 5 

donc enfin 


tangi (EOA-DOB) = J®^-^itang;(EOA + DOB) = gg^|ang;DOE. 

Nommon.s / la distance O D à droite , r" la distance E O à gauche , 
y' l’angle F O D , y" l’angle F O E , a l’angle D O E =y — y , 
et rfla différence des angles E O A et DOB, nous aurons 

‘“"g i ^ ® 

On connoîtra par observation /= DO , r'’=EO, a = (j' — y)} 
alors on aura E0A=7a-i-7rfetD0B = 7a — , et 

y = YOC^¥OD + r a — id = i(jr' + y )-id. 

A présent , C A = C E cos C = C D cos C = C B j donc 
OC=nOB+OA) = HODcosDOB + OEcosEOA); 

ou r = -j (/ cos D O B + r" cos E O A)T (a) 

r = î(r'cos (ia — + r"cosj(a + d) ) 

= j (/cosîacosjj+r'sinjasinîrf+r'cosjacosirf — r^sin jasin^rf) 
= j (r'+ r ') cos i a cos î (/ + 7 (/ — r") sin 7 a sin 7 d 
= 7 (/•'+ r")cos7« — ■.(r'+r')sin*7c;+7(r' — r") sin 7 a sin 7 
= H'’' + ^’) cos 7 o — ^ (r + r") sin’ 7 CÎ+ 7 (r'— r' ) sin 7 a sin jd. 
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11 est évident qu’il n’y a dans les formules (1) et (a) rien qui 
dépende de la ligure de la poutre. Ainsi elle pourroit être quar- 
rée , rectangulaire , hexagone , octogone ; mais il faut toujours 
que la figure soit régulière , afin que D E , ligne qui joint les 
deux rayons visuels tangens O D , O E , passe toujours par le 
centre , que je suppose toujours placé sur le milieu de DE. 

Si elle étoit circulaire , on auroit 

t' = r" , d — o, et r = r' sec j a = r" sec 7 a. 

Il peut arriver quelquefois qu’on ne puisse voir à la fois les FIG. G. 
deux angles opposés , mais seulement les deux extrémités de la 
même ligne E D. Dans ce cas , 

tangi (D E O - E D O) = cot i D O E, 


OU 


/ r' — ^ \ , 

• tangid = (-j7-^)cotî«. 

On connoitra donc 


0ED = 90« — ia + irf=9o'— ( t« — = 

EDO = 9o” — ifl — irf=90*— + =«'.^ 


Nommons 6 l’angle CDE = CED, 

ODC = ODE + è =90*— (ia + irf) + b = n' + b 
OEC = OED + è = 9o' — (ia — i</) +6 = m" + 6 


OD+DC:OD — DC:: cot^ODCuangKOCD — DOC) 


OD-DC 
OD + DG 


cot 7 ODC 


r — m 
r' + m 


cot 7 (a' + A) 


tang 7 (T. 


De même 

tangUOCE— EOC)= coti(a"+i)=tangifT. 

Enfin 

P ODsinCDO EOsinCEO_^_r^sin(a'+è)_r’sin(a"+i) 
®^~”lhrÔCD~~ sinECO sin p' ~ sinp" ‘ 

Si la poutre est quarrée , 

b ^45°, ECD = 9o% DC0 = 90 * — ECO. 

D 3 
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Autre Solution. 


E D : ïin E O D ; : D O : sin D E O = 


; : O E : sin O D E : 
,OD— CD> 


DOsinEOD r'sina 
ËD c~ 

O E sin E O D r"sin a 


ED 


lnng;(DCO-DOC)=(^^J^^) cot ^ (ODE + CDE) 

= (^-VotKODE + CDE) = (^-)colK«'+*) 

\r + 111/ ' \r + m/ 

tangKECO-EOC) = (-^-^|)cotKOED + DEC) 

sin DCO : OD : : âin CDO : OC = — ^ 

sin DCü 

_ r'sin(Q DE + DEC) _ / sin (»' + b ) 

sin DCü = p' 


sin ECO : EO : : sin COE : OC = 


sin DCO 
ED sin C E O 


sin ECO 

r"siii(OED + DEC) _ >^sin(«'+ b) 
sin ECO = p"‘ 


sin ECO 

Troisième Solution. 


FIG. 6. CD : sin COD : : CO : sin CDO ; sinC OE: CE:: slnCEO:COj 
mais CD=CE elCO = CO: donc 

sin COE: sin C O D : : sin C E O : sin C D O j 
donc sinCOD + sinCOE:sinCOD — sinCOE 

: : sin C D O + sin C E O : sin C D O — sin C E O ; 
donc langi (COD + C O E) : tang { (C O D — C O E ) 

:: tang i (CD O + CEO) ; tang D O — C E O) , 
COD + COE = fl, 

CDO + CE O =36o‘ — O — C = (36o° — C — fl). 
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(J’appelle C l’angle au centre ) j donc 

_l_ 

tang i a : tang i(COD— COE):: tang (180“ 

: tangHCDO — CEO)} ' 

donc 

tang^COD— COE) = — tangua coti(C + fl) tangHCDO— CEO) 
= — tangj a cot j (C + a) tang; (EDO — DEO) 
— + lang7acol7(C + o)tangj(DEO — ODE). 

Or le triangle ODE donne 

O D : O E : : sin D E O : sin ODE 
OD + OE: OD — OE : : sin DEO + sin ODE : sin DEO — sin ODE 
: : tang H CEO + ODE) : tang ^ (DEO— ODE) } 

donc 

tangKDEO-ODE) = tang J (DEO+ODE) 


OD+OE 

T* t' 

= , . „ -tang(90°— -^o). 
r -r /• 


.(I) 


donc 


tangi(COD— COE) = 


/+ r 
r'—rP 


r + r 


- tang(9o”— i a) tangi a cot ) (C+ a) 

coti(C+«) (U). 


La formule ( I ) donnera les trois angles du triangle EDO. 

La formule (II) donnera les angles CO D et COE } alors ' 

y=y< + coD=y'— coE=y + p'=y"— p" 

ODsinODC ODsin(ODE + EDC) 

. siiiOCD “ sin( 0 bC + D 0 C) 

O D sin ( O D E + A ) 
sin (ODE + Z> + //) 

/ sin ( h' + A ) r" sin («" + * ) 

~ ^ sin (««' + A + //) sin («''+!> + p ) ’ * 
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et si l’on fait — ^ = tang x 

on aura tang j d = tang ( * — 45’ ) tang ( go° — 7 a). 

m' = 90 °— ia + 

m' = go* — i O — i rf. 

Ung 7 d' = + tang (* — 45° ) col 7 (C + a) 

COD=p’ = { a — id' 

COE = p" = k a + icT 

r' sin («' + 5) /' sin (u" + 5) 

sin ( «' + 5 + />') sin («" + 5 + /}'' ) 

y— y + p'=y—p"- 

Si la poutre est quarrée , C = 90 ' el b = 45°. 


..(0 
..(a) 
. . (?) 
•..(4) 
..(5) 
...( 6 ) 
..(7) 
,..( 8 ) 

..(9). 


tang 7 «T = tang(* — 45°) cot (45° + 70 ) (V) 

_ r sin («' + 45°) _ r"sin («" + 45°) (^vim 

sin ( a' + 45’ + p' ) sin ( «" + 46 ° + p" ) 

Celte formule n’emploie pas les côtés de la poutre quarrée. 

Si le rectangle H G D E éioit l’intérieur d’un clocher , ou d’un 
belvédere, ou d’une chambre quelconque dont rienne marquât le 
centre , ou dont le centre fût embarrassé , et qu’on eût observé 
d’un point O dans le rectangle H G D E; en sorte que r' et r” 
fussent les distances de l’observateur aux angles D etE,y ety' 
les angles entre l’objet à gauche et les mêmes points D et E ; les 
mêmes formules serviroient encore en faisant attention aux 
signes. Toute la différence est que l’angle a seroit plus grand 
que 1 80 ° au lieu d’être moindre j mais , dans ce cas , on peut 
employer des méthodes plus simples. On en verra des exemples 
ci-après. 

Si l’on suppose C = 180 ° dans les formules ci-dessus , il est 
visible que 5 = 05 car b = 90 ° — 7 C : alors les formules ser- 
viroient pour le cas où la ligne E D passeroit par le centre. Mais 
j’ai donné pour ce cas une solution particulière qui est plus 
simple. P'oyez ci-dessus , page 5. 

FIG. ^ L’instrument étoit quelquefois placé de manière qu’il étoit 
impossible d’observer z et x". Supposons , par exemple , qu’on 
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n’ait pu observer que a". Pour suppléer à z', on mesuroit le côté 
de la poutre. 

Dans le triangle ODE on connoît les trois côtés. Ainsi on peut FIG. 6. 
calculer l’angle DO E> que nous appelons ordinairement a. Soit 
donc OD=r', OE = r", DE = c, 



connoissant a , on aura z’ = z" — a, et l’on calculera r et y 
par la méthode ordinaire. On peut encore faire le calcul de la 


mamere suivante 


sin 7OED = sinj«"= 




y + r"+ c 


-= cosy, 


en faisant y = 90° — j , 


tangGED = ^^= — 

° • UE c 

G E D = 45° lorsque la poutre est quarrée. Dans ce même 
cas , on a 


EC = /» = iEDseceED = 


_ . r" a r" cos 45” 

Soit tang X — — 

. , m c 


7 cos G ED 2 cos 45“' 
2 r" sin 45° . . 


tang \ d = tang (* — 45°) tang (90° — \ u." — { b) 

= tang (*—45°) tang (y — 7 Ô) = tang(*— 45°)tang(y— 22 °j) 
ECO = «" = y— 7* + irf, EOC=p" = y — 

. r"sin(p-+n ") 
y y P '> ain n" 

Les mêmes formules serviroient pour le cas où l’on n’a^roit’ 
mesuré que a'; alors il sufliroit de changer r", p" , n" , a" et y' 
en r', />' , n! , z' et / , et l’on auroit^ =/ + p' . 

Voj'ons maintenant ce qu’on peut faire lorsque le centre de la 
station est invisible , ou qu’il est impossible d’en approcher. 

A Cassel , par exemple , on observoit dans une gouttière ou 
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3 a DE LA DETERMINATION 
galerie extérieure à la pyramide quadrangulaire qui termine la 
toiJr. Soit A B K D {fig. lo ) la base de la pyramide. Le point C, 
intersection des diagonales, est le centre auquel il falloit réduire 
les angles observés dans la gouttière. J’avois placé le cercle dans 
une ligne verticale , dont le pied étoit en EK Au moyen d’un fil à- 
plomb, dont la pointe (oniboit eu A, j’nvois mesuré l’angle entre 
le côté DA et la ligne DE , direction a la tour de Watten. Je 

AB 

connoissois l’angle ADC = ADB par la formule tang ADB = . 

Je connoissois donc F DC; et par conséquent = (SGo® — EDC). 
11 reste à déterminer r ou la distance au centre. Or 

^ _ DA 

^ ^ cos ADC 3 cos .ADB’ 

Cette position à l’un des angles étoit la plus favorable à la 

simplicité des calculs j mais, pour faciliter l’observation , on a 
été obligé, dans un cas particulier, de repousser l’instrument 
en d. Avec D d , D C , et l’angle compris , il étoit aisé de calcu- 
ler C d et l’angle A d C ; on pouvoit aussi déterminer , si on le 
jngeoit à propos , la petite différence opérée dans l’angle ADF 
par ce déplacement. Voici pour cela une formule générale qui 
peut servir à calculer le plus peti^ des deux angles inconnus 
dans un triangle ABC dont on connoît les côtés AB, AC, avec 
l’angle compris. Je suppose AC > AB 

AB . J , , Z' ABn^* . ^ ^ AB 

Ktc) ^ + Hâc ) ^ ’ c âc ) 


c=r- 


sin 3 A 


Z' A B , 

+ -(âc) «“4A+&C. 


FIG. 


J’ai donné ce théorème sans démonstration dans la Connoissance 
des Temps de 1793, page aAy. On la trouvera à la fin de ce 
’ Mémoire. C est ici exprimé en parties du rayon 5 pour l’avoir en 
secondes, il faut en multiplier la valeur par l’arc égal au rayon , 
ou , ce qui revient au même , la diviser par le sinus de 1''. 

10, A Rieupeiroux , dans une circonstance semblable à quelques 
égards , j’ai pris un parti beaucoup plus simple. Ayant élevé la 
perpendiculaire P O sur le miliea d.e D K , je plaçai l’instrument 

en 
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en O. La distance au centre C étoit = P O + 7 AD; et pour 
mesurer l’angle de direction jr , je visois en P qui se trouvoit dans 
l’alignement de O C. 

A Dunkerque , j’ayoia à réduire au point E un angle pris piG. 10. 
en O. E étoit le support de la girouette qui est au-dessus de la 
porte de la cabane du guetteur. Le triangle rectangle PKE, 
dans lequel j’arois mesuré P K et K E , me donnoit P E et 
l’angle EPK. Dans le triangle OPE, je connoissois OP, PE 
et OPE = 90° + E P K ; je pourois calculer O E et POE. 

OE est la distance an centre ; et au moyen de Q P.E , je pou- 
vois réduire au point E les angles de direction observés par rap- 
port au point P. 

Dans la réalité , le point E étoit sur le côté AD; mais , pour 
ne point embrouiller la figure, je l’ai supposé sur BK ; ce qui 
n’est ici d’aucune conséquence , puisqu’il ne s’agit que de don- 
ner une idée des méthodes. 

Dans la flèche d’Amiens , j’étois placé comme en cf ; mais AD 
étoit le côté d’un octogone inscrit au cercle ; et c’étoit au centre 
de ce cercle qu’il falloit réduire les angles. A cela près , le calcul 
étoit le même qu’à Cassel. 

A Vignacourt , Vonzon et Chaumont , j’observois dans l’inté- 
rieur de clochers embarrassés de charpente. Après avoir mesuré 
les dimensions intérieures du périmètre A B K D , j’abaissois des 
perpendiculaires sur deux faces voisines, telles que AD et DK, 
et l’on conçoit facilement de quelle manière je pourois déter- 
miner ma position par rapport au centre , c’est-à-dire la dis- 
tance r à ce centre , et l’angle y qu’elle faisoit , avec les signaux 
que j’avois à observer. Dans ces cas , à la vérité , il étoit assez 
difHcile de répondre du centre à deux ponces près ; mais il doit 
arriver bien rarement que cette erreur , déjà si légère , se porte 
en entier sur la longueur de notre méridienne. 

Quand nous observions Cassel des signaux voisins , nous 
avions à nous garantir d’une petite erreur qui faisoit que le point 
observé n’étoit pas exactement dans l’axe de la tour. On ne 
voyoit pas toujours la pointe de la pyramide qui la termine ; 

E 
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alors noua étions rédaits à obseirer la tour eUe-môme en la pla* 
çant entre les fils inclinés à 45° de notre réticule , ainsi qu’on 
FIG. 9 ^ le voit dans la_/ÿ. g. La pointe de la pyramide étant bien an 
milieu de la tour, il ne seroit résulté aucune erreur de cette 
manière d’observer, si les quatre miurs qui font le périmètre de 
la tour eussent été d’égale hauteur; mais l’un des quatre a o,S4 
d’élévation de plus que les trois autres. Soit Fl le mur plus 
élevé , G H l’un des trois autres murs. L'observation donnoit 
l’angle par rapport à la ligne C a m ; mais l’axe de la tour est 
? 'i dans Vbn parallèle à C a m. L’errenr est donc proportionnelle â la 
ligne a h. Or 

aé=Ié — Ia = JIK— iI«? = i(IK: — Irf)= 7 ‘^K. = iHK; 
car' HdK=dHK = 45°. 

O 34 

L’erreur étoit donc de -=— ? — D étant la distance à Cassel; 

et la correction étoit additive tontes les fois que le mur le plus 
élevé étoit en même temps le plus voisin de l’objet qu’on 
observolt avec Cassel ; elle étoit soustractive dans le cas con- 
traire. Elle étoit d’environ i" 

- Réduction au centre du signal observé. 


FIG. 7 . Quand les signaux sont éclûrés obliquement , ils ont besoin 
d’une correction , parce que le point observé n’est pas dans 
l’axe du signal. Soit, par exemple , le signal a 6cd. Si l’on n’a 
pu voir que la face éclairée a é , on a observé le point A au lieu 
du point M , centre du signal , et l’angle observé a besoin d’une 


correction égale à l’angle A O M. 

. , AM sin AM O 

Or sm AOM?= 


et AOM = 


AM sin AMO 


AO AOsini" 

Si l’on n’avoit vu que la face £ c , la correction seroit 
„ MBsin BMO 

BOM = ■ „ , 

BO sm 1 

et elle seroit de signe contraire à la première. 

Pour être en état de calculer cette correction quand elle se 
Irouveroit nécessaire , j’ai toujours mesuré le côté du quarré 
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abcdel l’angle aMO d’ane des diagonales Ma du signal avec 
la direction M O â l’an des signaux environnans. 

Si le signal est une tour ronde , la correction est un peu plus 8 . 
longue â calculer. En voici la méthode. 

Un observateur placé en O , à une distance considérable de 
la tour A DBS, ne peut voir cette tour que quand elle est 
éclairée du soleil , et alors même il n’en voit que la partie éclai- 
rée ; et s’il prend le milieu de la partie éclairée pour le centra 
de la tour, il se trompe d’une quantité qu’il s’agit de déterminer. 

Soit C S la direction du soleil au temps de l’observation ; 

M S sera l’azimuth du soleil compté depuis midi. Je fais M S = r } 
le demi-cercle AS B sera éclairé du soleil. Soit maintenant OC 
le rayon visuel de l’observateur. Je fais MCO = M Q = 4 ? } je 
mène D E perpendiculaire à O C. 

Le demi-cercle DAQE est celui qui se présente à l’observateur; 
mais, comme la partie AD n’est pas éclairée du soleil , l’obser- 
vateur ne .verra qne la partie A Q S ME. J’abaisse AF sur DE; 

E F sera la projection orthographique de l’arc visible , et cet 
arc paroîtra par conséquent comme la droite F E. Cette ligne est 
plus petite qne le diamètre de la quantité 

DF=CD.aMn*7AD=2CDsin*ï(QS)=aCDsin*ï(MQ— MS)=2CDsin’f(*— «). 

L’erreur de l’observation sera donc CD sin* f (x — z). Pour 
exprimer cette erreur en secondes , on la divisera par OC sin i”. 

Ainû , faisant OC = D, CD = r, on aura pour la correction 

.lerchi. '■""•H»- . -) . 

D sm I . 

Si le soleil et l’objet auquel on compare la tour sont du même 
côté , la correction est additive ; s’ils sont de diiférens côtés , la 
correction sera négative. 

Si X > £ , le soleil sera a droite de l’observateur. 

11 ne reste plus qu’à chercher x et z. 

Soient M et P les distances de la tonr C au méridien et â la FIG. 1 1. 
perpendiculaire de l’observatoire , M' et P' les distances de l’ob- 

. O . M — M' 

servateur O , vous aurei tang * = -p 

Pour trouver s, il faut connoitre la latitude du lieu etla déclinai- 

E a 
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FIG. 1 1 . aon du soleil à l’heure de l’observation. Alors , dans le triangle PZS, 
on connoitra P, PZetPS, et l’on cherchera tang PZS ou 

langSZM = — tang PZS. Ainsi cota = cotPsinL — 

Réduction à l'Horizon. 


Quand on a observé les trois angles d’un triangle dont le plan 
est incliné , il faut réduire ces angles à l’horizon. On a , par 
ce moyen , les angles d’un triangle sphérique céleste qui join- 
drolt les zéniths des trois points , ou d’un triangle sphérique 
terrestre qui joindroit les pieds des trois signaux. La somme de 
ces trois angles" doit par conséquent excéder 180° d’une quan- 
tité que l’on trouve aisément par le théorème de AVallis , sur, 
l’aire du triangle sphérique , et dont on verra ci -après une 
expression exacte. Cet excès est ordinairement peu de chose; 
mais lorsqu’il est un peu considérable , et qu’on aspire à beaucoup 
de préoision , on ne sait comment le répartir entre les trois 
angles J pour être en état de résoudre le triangle rectiligne formé 
par les cordes des trois côtés du triangle sphérique. 

On n’a donné jusqu’ici , pour ces doubles réductions , que des 
formules très-pénibles , si l’on considère la petitesse des cor- 
rections cherchées. Je vais donner le moyen de les trouver plus 
facilement et plus exactement. 

L’angle observé entre deux signaux n’est un angle sphérique 
que dans le cas ou chacun des deux signaux est exactement 
éloigné de 90° du zénith de l’observateur. > 

Si les distances au zénith ne sont pas toutes deux de 90° , on 
imagine un triangle sphérique formé par les deux distances au 
zénith , et par l’arc qui a pour mesure l’angle observé. Alors ^ si 
l’on nomme A l’angle observé , a l’angle réduit à l’horizon , H et A 
les hauteurs des deux signaux sur l’horizon de l’observateur, on a 
cos Â = cos a cos H cos A + sin H sin A. « (1) 


ou cos a = 


cos A — sin H sin A 
cos H cos A 


^ sin^(A + H — A) sin^A— H+A) 
cos H cos A 
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Ces deux dernières formules donnent directement l’anglo 
réduit, qui est toujours considérable. On est obligé de les caU 
cnler avec une précision fatigante ; il vaut donc raienx chercher 
la réduction , qui est toujours fort petite. 

Soit A + X — a , nous aurons 

cos A = cos A cos X cos H cos A — sin A sin x cos H cos A + sin H sin A , 
ou 

siuA sin x cos H cos A — cos A cos x cos H cos A = sin H sin A — cosA j 
d’où 


sin X — cot A cos x = 


sin H sin A — éos A 
sin A cos H cos A 


sinx -colA+ 38 in*ïXcolA= 


sin H sin A 


sin A cos H cos A 


cot A 
cos H cos A 


sin X + 3 sin* j x cot A : 


(cos H cos A — I ) cot A + sin II sin A cosec A 


cos H cos A 

cosecAsin*^(H+A) — cosecAsîn'^— A) — c otAsin*^H4-A) — cotAsin* 4 ( R— A) 

cos H cos A 

_ tangjA sin*^(H + A) — cot^A sin* j-(H — A) 

cos H cos A ■ . 


Soit pour abréger 

n = tang j A sin* j (H + A) — cot j A sin* j (H — A) , 
nous aurons 


sin X + 3 sin* 7 x cot A = « sec H sec A 


2 sin 7 X cos 7 X = /» sec H sec A — 3 sin* 7 x cot A j • 
d’où élevant au quarré 

4 sin* 7 X ( 1 — sin* 7 x ) i= n* sec* H sec* A 

+ 4 sin* 7 X cot* A — 4 sin* 7 x cot A . « . sec H sec A ; 

4 sin* 7 X — 4 sin* 7 x — 4 sin* 7 x cot* A 

+ 4 sin* 7 X cot A . n . sec H sec A = n* sec* H sec* A 
• 1. /I + n cot A sec II sec A \ n*sec*Hsec*A 

V cosec* A / 4 cosec* A 

sin*7 X — sin* A ( i + n cot A sec II sec A) sin* 7 x = — 7 n* sin *.4 sec* H sec’ A , 
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et pour abréger , sin* j * — p gin* j * = — ; ÿ* 

8in‘ix — /> sin’i* + ip/j = jpp—îf 9-5 

d’où 


gin* i X = ip =t fp ^ =ip=fcip(, - 


pp. 


sm 


et gin 


I __ I _ j- 1 — __ » y « I y 1 * ^ y Ar ^ 

= + i-î.^ + ^r-ip + 

/', J. • y’^i - • y 4.i£! 

in J X = — 1 1 + J — - 1 = + r- • 

p{\ • p*>' pi pi 

c=-^ + — r = corde. x; 


et a 8 În 7 x=-^ + • , 

Pt Pt 

mais 

X = corde x + ^ (corde »)’ = ^ + ^ + 
^ 7 ,'ï?’ , ï-î9’P 

"-7T + “FT' 


n sin A sec H sec h 


- + 


Y n’ sin’ A sec’ H sec’ h 


sjnA(i+ncotAsecHgecA)' sin’A (i -fncotAsecHsecù)* 

, Yj”’s^^A8ec’Hsec’A.8in*A{i+ncolAsecHsecA) 

sln’A(i+ncotAsecHsec A)‘ 

71 sec H sec A i n’ sec’ H sec’ A Yjn’sec’Hsec’ A 


L ' ♦ 4 * 1 

(i +ncotAsecHsecA)* «in*A(i +ncotAsecHsecA)* (i + 7ïcot AsecHsecA)* 

= n sec H sec A (i — i/»cot A sec H sec A+j. | n'col'Asec* H sec* A — j-i. j &c.) 

+ i»’sec’Hsec’Acosec*A(i — J/icotAsecHsecA) + rj77’8ec’Hsec’A(i — jncotAsecHsecA) 

= n sec H sec A — j n* cot A sec* H sec* A + j. J n’ cot* A sec’ H sec’ A — &c. 

+ Ÿn’sec’Hsec’A(i+cot*A)(i— incotAsecHsecA)+jîj«’sec’Hsec’A{i— j/icotAsecHsccA) 

= n secH sec A — j 7i*cotAsec*Hsec*A + 1 n’cot*Asec’Hsec’A 

+ i n’cot’Asec’H sec’A + j n’sec’Hsec’A 

+Y 7 /i’sec*Hsec*A 

en négligeant n*. 
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ar = n sec H sec h — j «* sec* H sec’ Acot A + jn’ sec’ H sec’ Acol* A 

+ ^rt’ sec’Hsec’A 

= nsecHsec A — ;(nsecH8ecA)*cotA + 7(nsecHsecA)* cot*A 

' +7(nsecHsecA) 

= n sec H sec A — j (n sec Hsec A)‘ +4j[ff8ecHsecA)’^ ’^^°^„ — 

■■ Le plus souvent on peut s’en tenir au premier terme , et tou- 
jours il sul&t du second. En tout cas , on voit combien il est 
facile de réunir les deux derniers termes en une table à double 
entrée. 

En supprimant les deux derniers termes , et supposant 
sec H sec A = i , et mettant enfin dans la valeur de n les 
arcs an lieu des sinus, on auroit la formule du cit. Legendre. 
Cette approximation est en effet presque toujours suffisante ; 
cependant il se trouve quelques cas où le facteur sec H sec A 
difière sensiblement de l’unité : alors la formule du cit. Legendre 
ne peut plus servir. Ainsi dans un cas , extraordinaire à la vérité, 
mais arrivé au cit. Prony, l’erreur alloit à la". 

La quantité n se calcule au moyen de deux tables d’un usage 
commode. La première donne pour chaque valeur de (H + A) et 
de (H — A), de minute en minute, la quantité loooo sin*;(H±A). 
La seconde donne pour chaque valeur de A , de lo minutes en 
lo minutes, les quantités o^jonoi tang j A et o*,oooi cotjA* 
La table III‘ donne le facteur sec H sec A. La table IV* donne 
la somme des deux termes suivons. Les argumens en sont 
( n sec H sec A ) et A. 

On aura donc. ainsi , avec autant de facilité que d’exactitude , 
les trois angles du triangle sphérique qui passe par le pied ou le 
zénith des trois signaux observés ; mais ces angles ne sont pas 
encore ceux dont on doit se servir. A moins qu’on ne veuille 
résoudre le triangle sphérique , et considérer les côtés comme 
autant d’arcs de grands' cercles terrestres, ainsi que l’a pratiqué 
Boscowich , liv. IV , art. 274. Mais si l’on réduit les distances 
rectilignes des objets à des cordes d’une même sphère , à 
l’exemple de Bougner , de la Terre ^ p. 127 et 1 18, il faut 
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encore réduire les angles sphériques à ceux qui sont Tormés par 
les cordes des distances , considérées comme arcs de grands 
cercles. Quand j’ai trouvé ces formules , je n'avois pas encore 
lu les méthodes que le cit. Legendre a publiées dans les Mémoires 
de l’Académie des Sciences pour 1787. 

Nous avons donc à résoudre ce problème : connoissant les 
angles d’un triangle sphérique , trouver les angles d’un triangle 
rectiligne formé par les trois cordes. Ce problème est l’inverse 
du précédent ; car il est évident que si l’on considère deux points 
de la surface d’une sphère , l’un se trouve au-dessous de l’hori- 
zon de l’autre d'un angle qui a pour mesure la moitié de l’aro 
du grand cercle , mené de l’un à l’autre point. Car on sait que 
l’angle formé par la corde et par la tangente a pour mesure la 
moitié de l’arc. 

Nommons a H l’aro de grand cercle mené du premier signal au 
second , a h l’arc de grand cercle mené du premier signal au 
troisième , a l’angle sphérique formé par les arcs a H et a A , 
A l’angle des cordes. Nous aurons la relation des arcs A et <2 par 
laformule(i) 

cos A = cos a cos H cos A sin H sin h. 

Soit A = (o -hy), on aura 

cgs a cos y — sin a sin / = cos a cos H cos h -h sin H sin A 
— sin a sin > -f- cos a ( i — a sin* = cos a cos H cos A -H sin H sinA 

sinj^ — cof a -h a sin* jycot a = — cot a cosH cos A — cosec a sInHsinA 
siny + 3 sin*' cot a = cot O (i — cos II cos A) — coscco sinHsin A 
asin jycosiy -f a sin*i >cot o = co t a [sin* j ( H -I- A ) + sin* j (H — A)] 

— cose c a [si n*ï (H + A) — sin *ï (H— A)] 
= — (cosec a — cot o)sin*'j (H-fA) 
+ (cosec a + cot a) sin* j (H— A) 
«= — tang j a sin* j (H + A) 

• . + cot i- O sin*î (H — h) m. • 

» sin 
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4* 


asm\y)/i — sin* jy = w» — asin’j^cota 

4sin*ï^ — 4 «in^ t ^ — 4 m sin* îy cot o + 4 sin^ col* a 

4 ain*^y + 4 sin* 7 y col* a — 4 sin* iy (i-4-/7icolo) = — /»• 

4sin*7_y (i + cot*a) — 4 (i + mcolo)sin*7j' = — m* 
sin*7_y — ( i + 77J cot a) sin* a sin* jy = — jm‘ sin* a 
8in*ij' —p sin* y* 

«n<i_y_psb*i> + 7 P*= îP*— jÿ* 

■ ■ » t 

siü'iy =i^/»=fc/ï/j*— 77* =f p±ip 1 / 

— i i. ^4.1 X i.?^4-XX i 1^4- gr c 

i*i »4 ^3 T »*i* 4 * 6 ^S * 

=i.fo+;|:+Mf:+&c.) 

•» = M(' +«‘=o - 4 (' ^ 


3 sin = -?;- + 


îf 


R* R* 


.y = .-^+^ + 

R* R* 


î?’ , f-ïT* 


i 

R* 


R* 


y . Tg*(» + ïP) 

I “v I 


R» P* 


y = 


m sin a 


sina (i + mcota)* 
m 


R* P' 

^ jwt*sin^g(i +j+ÿwcoto) 

sin*a (i-(-mcot a)* 


, 7 m’ (1+7 m cot a) 

— i . s 

(i + mcota)‘ sin*a(i + /7icota)‘ 
y = m{i — ifficot a + 7.i77»*cot*a— &c.) +] 
/jm' + cota ■ 


(i — i/ncola) 


' sin" a 

y = m — 7 m* cot a + | m’ cot* a 
+ j m’ cosec* a 

= m — 7 fn* cot a + J m’ cot* a + j m’ + 5 m’ cot* a 
=; /n — . 7 m* col a + 77»»’ cot* a + 7 rn*. 

F 
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La différence enlre les angles à l’horiion et les angles formés 
par les cordes étant toujours fort petite , on pourra sans erreur 
sensible faire 

y = m = — sin* 7 (H + A) tang 7 o + sin’i (H — h) cot 7 a. 

Cette valeur de yr étant de même forme que celle de x ci- 
dessus, on les prendra toutes deux dans les mêmes tables , en 
observant de prendre pour argument l’angle observé lorsqu’on 
voudra avoir * , et l’angle réduit à l’horiion lorsqu’on calcu- 
lera j'; mais la différence est assez petite pour être négligée 
ordinairement dans la pratique. On fera de plus attention que 
pour y , il faut changer les signes des tables. 

Boscowlch , liv. 2 , art. 23 de sa Mesure du Degré , dit que , 
pour trouver une base par l’autre , on n’a besoin que des angles 
observés , sans autre correction que celle qui réduit l’angle au 
centre de la station. Cela seroit vrai si dans chaque station le 
point de centre et le point de mire étoient le même. Mais comme 
le point de mire est ordinairement plus élevé que le point de 
centre , il s’ensuit que les trois angles observés sont dans des 
plans différens , et que leur somme différera le plus souvent de 
1 80°. D’ailleurs la réfraction terrestre sufliroit seule pour pro- 
duire cet eilet. 11 est donc indispensable de réduire à l’horizon 
tous les angles observés , en emploj'ant daus le calcul les hau- 
teurs apparentes des signaux. 

Nommons <MI et «TA les différences de hauteur entre les 
centres des stations et les sommets des signaux , la différence 
entre les angles observés et les angles réduits au plan qui passe 
par les sommets des trois signaux , a pour expression la quantité 
euivante 

H<f'II + «<' A) sin (H — + A — i / A) tang ^ A 
— f (J'H — /■A)sin [H — i /H — (A — i .TA)] cot i A. 

Cette formuic pourra servir à évaluer aussi l’effet de la réfrac- 
tion terrestre sur l’angle observé , en mettant pour J' H et <T A la 
valeur de la réfraction terrestre. Cette formule se déduit facile- 
ment des deux précédentes. 
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Dijférence entre le côté d’un triangle et la somme des 
deux autres côtés. 


II est Souvent impossible de mesurer directement la distance 
rectiligne entre les deux extre*mités d’une base : on est réduit 
à mesurer deux lignes droites qui font cnlr’clles un angle très- 
approchant de i8o“. C’est ce qui est arrivé à la mesure des bases 
de Melun et Perpignan. La même chose avoit eu lieu en i74o , à 
la base mesurée sur le bord de la mer , près l’étang de Leucate. 

Il faut donc chercher la différence entre la base brisée et la base 
véritable. 

Soient ô et c les deux lignes inclinées dont on veut connoître T- 1 2 . 
l’excès sur la droite d qui joint leurs extrémités, et A l’angle 
formé par les lignes £ et c, on a 

d‘= 6*-h c* — ib c cos A , en supposant aigu l’angle A , 

= (A+c)* — a bc — a 6 ccos A= (è+<?)‘ — ai c(i+cos A) 

= (i+c)* — kbc cos* 7 A 

.. , / 4iccos*7A\ 

= 

donc 

d = (b+c) (i — cqs'i A)‘ = (i+c) (i— *)‘ 

= (i+c) X* — &c. ) 

= {6 + c)-(i+c)ax + ^i*•^-^^î*’ + ^^^ix♦+&c.) 
donc 

. ' i bc cos * 7 A ,, , - 

On fera donc x = , .. — , et I on aura par un calcul 

(i+c)* 

fort simple les différens termes de la série qui exprime l’excès 
de la somme des deux côtés sur le troisième. 

Si l’angle A approche fort de i8o* , la série sera fort conver-: 
genle , et il suffira d’un petit nombre de termes. J’ai reconnu ' 

F a 
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que , pour nos deux bases , ôn peut se contenter des deux pre- 

miers , et que le second est même presque Insensible. 

Si l’on s’arrêtoit au premier , l’on auroit 

{b + c)-d= + 

La route de Lieusaint à Melun est si large, qu’on a pu , sans 
gêner la voie publique , établir des massifs de maçonnerie aux 
deux termes de la base , et y placer d’énormes signaux qui y sont 
restés plus d’un an. Il n’en étoit pas de même pour la base do 
Perpignan. La route est beaucoup plus étroite -, on ne pouvoit 
ôter à la voie publique l’espace nécessaire aux massifs destinés à 
conserver les deux termes. On vouloit cependant que ces termes 
fussent à l’abri de tonte insulte et de toute dégradation, pour 
qu’on pût recommencer la mesure si on venoit à le trouver utile. 
Dans cette vue , on a placé les deux termes à côté de la route , et 
par-delà le fossé qui la borde à l’est. Par-là , il devenoit impos- 
sible de conduire la mesure de la base directement aux deux 
termes , parce que la ligne menée de l’un à l’autre passoit dans 
les terres cultivées , dans le fossé et dans la rivière de l’Agly. 
On a mesuré sur la route même une ligne brisée qui passoit à 
quelque distance des deux termes. Il en résulte qu’il faut appli- 
quer plusieurs corrections à la ligne mesurée , pour connoître la 
distance rectiligne des deux termes , qui est la véritable base. 
Je vais exposer les moyens dont je me suis servi , soit dans 
l’observation , soit dans les calculs. J’ai choisi ceux qui m’ont 
paru les plus simples et les plus sûrs. 

Soient {Jig. 17.) S et V les signaux de Salces et de Vernet, 
c’est-à-dire les deux termes de la base véritable. On a mesuré 
sur la route la ligne brisée A C B , qui forme en C un angle peu 
diiférent de 180°. Voici comme j’ai déterminé les points A et B. 

J’ai placé la première des règles qui ont servi à sa mesure , 
en nm, sur la direction n C , de manière que la distance S n fût 
égale à la distance S m j ce dont je me suis assuré à plusieurs 
reprises avec un cordeau fixé en S, et amené successivement 
en n et en m. 11 n’y a pas un millimètre d’incertitude sur l’éga- 


Digitized by Google 


D’UN ARC DU MÉRIDIEN. 43 
lité de ces deux lignes. Cela fait , j’ai imaginé la perpendicu- 
laire S A dans le triangle isocèle nS m. Ainsi , pour rapporter au 
point A la mesure de la ligne tj C , commencée en n , U suffisoit 
de retrancher de r C la quantité n A , c’est-à-dire la moitié de 
la règle n m. J’ai de plus pour connoître S A mesuré avec soin 
le cordeau S n. Mais quand il se serolt glissé une petite erreur 
dans cette mesure , elle n’affecteroit que S A , et il n’en résul- 
teroit aucune erreur sensible sur la longueur de la véritable 
base SV. On voit que 

SA=\/sr — nA ~ y/(Sn + nA) (Sn — rA). 

V ers l’autre terme , c’eût été un grand hasard si la dernière règle 
avoit été posée sur le terrein , de manière à former avec les deu"^ 
distances au signal V un triangle isocèle, La perpendiculaire V B , 
au lieude tomber surle milieu de la règle, tomboitversl’extrémité. 

Four me procurer un triangle isocèle , j’ai placé une règle de plus 
surle prolongement de CB. Cette règle étoit trop longue. Le cor- 
deau V P , amené vers l’extrémité de cette règle , y marqnoit 
un point q , distant de quelques centimètres du point extrême u. 

J’ai mesuré uç avec une petite règle exactement divisée ; j’ai 
mesuré de même le cordeau Y p = V ^ , et j’ai pu calculer 
P q = a règles — qu. J’avois aussi 

y^ = Vÿp' -jjç' = Viyp+iç){Vp-iq)} 

et pour rapporter au point B la mesure terminée en u , il sur- 
soit de retrancher de C « la quantité u q + ip q^ 
u q n’étoit que de quelques centimètres j on pouvoit le dé- 
terminer avec précision : on avoit donc exactement p q. Quant 
a Vp , une petite erreur n’étoit d’aucune conséquence ; mais 
il n’y a pas un millimètre de différence entre V p etV q. 

On connoît donc maintenant les lignes droites AC et CB. 

Par la série ci-dessus, il est facile de déterminer AB. Voyons 
comment on peut^en conclure la base SV. 

Sur les prolongemens de AB (fig- i8. ) j’abaisse les perpen- FIG. 
diculaires Sa, Y b. Dans le triangle A C B , je calcule les angles 
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A et B. Les angles CAS et CBV sont droits tous les deux. 
Ainsi 

SAo = go’ — CAB et VBA = go° — CBA, Sa = S AsinS Aa, 
VA = VBsinVBA, Aa=SAcosSAa, BA = VBcosVBft. 
On connoîl donc la droite a b ; elle seroit égale à la base véri- 
table , si les perpendiculaires S a et V é étoient de même lon- 
gueur. Je prends sur la plus grande a o' = 6 V , et je mène V a' 
égale et parallèle à a il s’agit de trouver l’excès de V S sur V a'. 
Si nous prenons V a' pour rayon , V S sera la sécante de S V a'. 
Ainsi 


V S-Va'=Va'tangS Va'tangi S Ya'=Ya'. i. 


sans erreur sensible. 

Il ne reste plus qu’à réduire la base au niveau de la mer. 

Soit R le rayon terrestre pour le niveau de la mer ; R + rfR 
le rayon pour le sol de la base , cJ R étant l’élévation du sol 
au-dessus de la mer. Soit B la base mesurée, et b la base ré-> 
duite. Nous aurons R-l-rfR:R::B:ê; d’où 

R -f dR — R : R -h (JR :: B — ù : B. 


Ainsi 
B — ù = 


BrfR 


.B (JR 
R 



C’est ce qu’il faut retrancher de B pour avoir la base réduite 
au niveau de la mer. On verra ci-après les méthodes par les- 
quelles j’ai calculé les différences du niveau de tous les signaux 
par rapport à l’horizon de la mer. 

Les bases réduites à l’horizon sont véritablement des arcs qu’on 
peut supposer sphériques. En réduisant à l'horizon l’angle que 
forme la ligne brisée qui a été mesurée , on auroit , pour trouver 
la base sphérique véritable , à résoudre un triangle sphérique 
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dont on connoîtroit deux côtés , et l’angle compris. Le calcul 
d’un triangle sphérique est moins commode en général que 
celui d’un triangle rectiligne ; j’ai donc retranché des deux 
parties de chaque base l’excès presque insensible de l’arc sur la 
corde. J’ai réduit aux cordes l’angle horizontal , et j’ai pris pour 
base véritable la corde qui joint les pieds des deux signaux ou les 
deux termes , et cette corde m’étoit donnée par la résolution 
d’un triangle rectiligne. 

Les formules précédentes suffisent à la réduction des opéra- 
tions géodésiques ; passons aux corrections qu’il faut faire aux 
observations astronomiques. 

Corrections des Distances au Zénith , observées près 
du Méridien. 


Soit P le pôle {fig. * 4 . ) , Z le zénith , E l’étoile , P E sa dis- FIG. 
tance au pôle , Z E la distance au zénith observée ; prenons 
P f = P E , Ze sera la distance au zénith dans le méridien 
Ze = ZP — PE = (go'’ — L) — (90”— D) (D — L). 

Il est visible que Z e est moindre que Z E. 

Soit X la différence , ZE = Ze -H* = (D — L + x). 

Le triangle sphérique Z P E donne 

cos Z E = cos P E cos P Z + sin P E sin P Z cos P , 
ou 

cos (D — L + a:) = sin D sin L + cos D cos L cos P = sin D sin L 
+ cos D cos L — a cos D cos L sin" j P, 


ou 

cos (D — L) cos a: — sin (D — L) sina:= cos (D — L) — a sin’j P cos D cos L 

cos(D — L) — a cos (D — L) sin* j x — sin (D — L) sin x 

= cos (D — L ) — a sin* \ P cos D cos L , 

. , ^ .TV... ^ si“’ 7 P CO* D cos L 

et sin X -h a cot (D — L) sin -x= : — — ^ — . 

' sin(D — L) 

Il y a trois manières rigoureuses de résoudre cette équation. 
L’une doaneroit la valeur exacte de sin x , l’autre celle de sin i x , 
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et la troisième celle de tang ^ ; mais les formules serolent trop 

compliquées pour la pratique. 


sin X 


$m = 


a cos i JC ’ 


donc a sin*ï jc= i sin* * + 7 sin* x tang* ~ x , 

^ CÜ5 J X 

en négligeant 7 sin* x tang* 7 x, qui est du quatrième ordre , 
nous aurons 

3 sin* 7 P cos D cos L 
sin (D — L) ’ 


sin X + j cot ( D — - L ) sin* x = • 


ou pour abréger sin x + 7 A sin* x z= a j 
d'où 

. a . a a 
sm*x + 7 sin X = -7- 
o O 

.. .a. 1 I .aa i + a a 5 

+ï7=ri+—=—ïï— 

1 I 1 

sin X = — 7 * v/i + aa6=-[i + (i + 2 a b)‘ ] 

= l(a é — i.i.4a* i* + ^M8o’ù’ — sic.) 

= a — 7 a* i + ja^ b* — &c. 
on 

. /asin'TPcosDcosLx . /asln*7pcosDcosL\* _ 

= ( .i^P-L )— )-K .i^CC-L) -) 

\ sm(D — L) ' 

ou sans erreur sensible 

/asin*rPcosDcosL\ . /•asin*7PcosDcosL\* ^ . 

( .in (D-L) )-< ,i. (D - L) ». — ) 

+i (D-L) rin' 

\ Sin (D— L) Sin I / 

Le troisième terme est toujours insensible ; le second se cal- 
cule facUepient , à l’aide du premier. Mais il est plus commode 

de 
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de calculer une table pour chacune des étoiles qu’on observe ; et 
nous allons en faciliter les moyens. Auparavant , remarquons 
que la valeur de x trouvée par la formule précédente , se re- 
tranche de la distance observée quand l’étoile passe entre le 
pôle et le zénith, suivant la iigure. Ainsi, dans ce cas, nom- 
mant X la réduction au méridien , on a 


/'asin'^PcosDcosL'^ ^ , 

~ “Uin(D — L)sin~J ^ ’ 

-K 


. /asin’éPcosDcosLx’ ~ „ 

— cof(D— L)sint" 


\ sin(D — L)sin 


a sin* X P cos D cos L 


cot* ( D — L ) sin* i". 




sin (D — L) sin i" 

Si l’étoile passe au - dessous du pôle , il faut changer les 
signes de tous les termes , et celui de l’arc L ; en sorte qu’au 
lieu de (D — L) , il faut mettre ( D + L ) , ou plus exactement 
[ i8o* — (D + L)]. Eu effet, on a dans ce cas 
Zc = PZ + PE = go’ — L + go“ — D = 180’ — (D + L). 

On aura donc 

2sin*îPcosDcosL\ , /asin’^PcosDcosLN.* 

sin (D + L) sim") * \ sin (D + L) si^) 

2 sin* V P cos D cos L _ », . 

— ■ rr> ^ I \ ■ — n — ) cot* (D + L) sin* 1 
sin (D -h L) sm 1 / 

Le second terme qui est an quarré ne devroit pas changer de 
signe j la raison pour laquelle il en change est la substitution 
de cot (D + L) à cot [ 180* — (D -f L)]. Mais ce terme, 
malgré l’apparence , est positif comme les antres , parce que 
(D + L) > 90’. En effet , Ze < go’j donc 180’ — (D+L) < go'j 
donc i8o’ < go* + (D+L)j donc go’ < (D + L). 

Si l’étoile passe au midi du zénith 

Ze = PE — PL = go’ — D — 9 o’ + L = L — D} 
à ce changement prés , la formule est semblable à celle du pre- 
mier cas, et l’on a 

X — — { . ■ — -7- ) + r ( — - / ; — ;- ) col (L— D) sin 1 — &o. 

'>sin(L — D)sini / \sin(L — D)sini ✓ ' 

Cette dernière formule peut servir pour le soleil comme 

G 
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pour une étoile , en observant pour l’un comme pour l’antre 
de changer le signe de D , si la décliuaison de l’astre est 
australe. 

Pour faeililer le calcul des tables , on remarquera que le pre- 
mier terme n’a de variable que sin* j P , et le second que sin* 7 P , 
ainsi de suite. Les logarithmes de deux nombres consécutifs de la 
table ne varieront donc qu’à raison de la variation de log. sin’ 7 P 
et log. sin* 7 P. Ain^ , quand on aura le logarithme du premier 
nombre de la table , on aura ceux de tous les autres , en ajou- 
tant successivement les différences des logarithmes de sin* 7 P , 
sin* 7 P. J’ai formé une table de ces différences pour chaque 
angle horaire en temps de 10'' en 10". 

Il suffit de calculer le second terme de minute en minute de 
temps ; on en conclut les termes intermédiaires par une interpo- 
lation facile. Le troisième est toujours inutile ; le quatrième , à 
plus forte raison, est insensible; ce qui prouve que nous avons 
pu négliger au commencement 7 sin* x tang* 7 x , qui est du 
même ordre. 

Si l’on se contentoit du premier terme, qui suffit presque tou- 
jours , on pourroit écrire ainsi la formule 

sin vers. P 

* ^ ( tang D ^ tang L ) sin 1" ’ 

et celte formule serviroit à calculer des tables générales. L’argu- 
ment seroit (tang D tang L). 

Pour construire les tables particulières de chaque étoile , on 
est obligé de supposer la déclinaison constante , et elle a une 
petite variation ; la latitude bien connue , et il 7 a toujours à 
cet égard au moins une petite incertitude, ainsi que sur le temps 
du passage au méridien , ou sur la marche de la pendule. 11 est 
donc à propos d’évaluer ces diverses erreurs. 

... 2 sin* 7 P cos D cos L , ,, , , 

L équation x — ^ — — 7-r donne d abord 

sin(D=t=L) 

dx asin^PcosfPcosDcosL asin’iPcotvPcosDcosL 

dP sin(D:r:L) sin(D=P=L) 

Ainsi l’on a généralement pour tous les cas dx = rfPsmArcotjP. 
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On élade celle erreur en prenant avant et après le passage 
un même nombre de distances au zénith ; car après le passage 
cot j P change de signe , et par conséquent aussi d x; et s’il 
n’y a qu’une légère différence entre les P positifs et les P néga- 
tifs , l’erreur disparoîtra. 

La même équation donne encore entre le pôle et le zénith 

d X — 2sin*jPsinDcosL a siii* 7 P cos D cos L cos (D — L) 

JD sin (D — L) . sin“ (D — L) 

— 2 sin’j Psin D cos L sin (D — ^L) — a sin*;PcosD cosLcos ( D — L) 

sin* (D — L) 

àx asin’jPcosL 


d D sin* (D — L) 


(sin*DcosL — sinDcosDsinL+cos’DcosL+cosDsInDsinL) 


2 sin* 7 P cosL , » . 

a sin* 7 P cos D cos L cos L 


a sin* V P c os* L 
sin* (D — L) 

X cos L 


cos D sin* (D — L) cos D sin (D — L) 

Le signe ( — ) montre que x diminue si D augmente. 

Pour les passages au-dessous du pôle , on trouvera par na 

, , , , , , , rf D sin s: cos L 

calcul semblable o jc = ^ ^ — — - — — 

cosD sm (D + L) 

Pour les passages au midi , on aura pareillement 

D sin JT cos L ' 

* cos D sin { L — D ) ’ 

X augmente avec la déclinaison. 

La même équation donne encore 
d X _ 

Il ~ 


asin'jPcosDsinL a sin* 7 P cos D co s L cos (D — L) 

sin(D — L) sin*(D — L) 


= + 


2 sin* T P cosD 


sin*(D — L) 
a sin* 7 P cos D 


[cos L cos (D — L) — sinL sin (D — ^L) J 
a sin* 7 P cos*D 


sin* (D — L) 


[cos(D— L+L)] = 


sin* (D — L) 


, JLsinsrcosD , , 

elax = — , ■ ■ ■ 77; — — entre le zemlh et le pôle. 


€08 L sin (D — L) 


G 2 
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Aa-des»ou> du pôle on auroit dx = 


midi dx 


L sin « cos D 
cos L sin (L — D) * 


L sin X cos D 
cosLsin(D+L) ’ 


et au 


(fD et dLi sont ordinairement de peu de secondes, et x de 
3' au plus. Ainsi c/Dsinx et rfLsin x seront le plus souvent 
des quantités absolument insensibles. Pendant le cours de l’ob- 
servation d’une même étoile , D varie par la précession , l’aber- 
ration et la nutation , mais c’est d’une quantité si petite , qu’on 
peut regarder la déclinaison comme constante -dans l’intervalle; 
mais après quelques années , il faut refaire la table , ou la cor- 
riger par les formules ci-dessus. 


Examen de l’Erreur qui peut résulter d’une petite incli- 
naison dans le cercle , lorsqu’on observe les distances 
au zénith. 


Il est difficile de répondre de deux à trois minutes dan» la ver- 
ticalité de l’instrument avec lequel on a pris toutes les distances 
au lénith. Examinons l’erreur qui peut en provenir. 

FIG. i5. Soit H O {fig. >5. ) la direction du diamètre horisontal de 
l’instrument quand on observe l’étoile E. Le plan HE O sera le 
plan de l’instrument ; et si le plan du cercle est vertical , le 
plan HEO sera perpendiculaire à l’horizon, et Z'E, distance 
de l’étoile au milieu de l’arc HEO, sera la distance de l’étoile 
au zénith ; il n’y aura point d’erreur : mais si le plan du cercle 
est incliné, le plan HEO sera pareillement incliné à l’horizon. 
Alors soit H ZO le vertical , et Z le zénith. L’arc ZZ', dont les 
deux extrémités sont à 90* de distance des points H et O , aura 
pour pôles ces deux mêmes points , et Z Z' mesurera l’angle Z O Z', 
inclinaison du plan du cercle. Z sera le vrai zénith, l’angle Z' 
sera droit , et la distance observée Z'E sera la base d’un triangle 
sphérique rectangle Z Z'E , dont ZE ou la vraie distance au zénith 
sera l’hypoténuse. 11 est évident que Z'E sera plus petit que ZE. 
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L’crrenr ne se détruira pas par le retourne- 
ment; le cercle penchera du côté opposé, 
mais toujours on observera la base au lien 
de l’hypoténuse. 

Or le triangle Z Z' £ donne 

cos Z Tl cos Z' £ = cos Z £. 

Soit Z Z' = I = inclinaison , Z' E = D , 

Z £ = ( D-l-x^ , nous aurons cos I cos D 
= cos (D + *) = cos D cos * — sin D sin * , 
ain D sin « = — ços I cos D -f cos D cos x 
sin D sin « = cos D ( cos x — cos I ) 

= cos D ( 1 — a sin* ^ x — i -f a sin* j I ) 

= a cos D ( sin* j I — sin* i- * ) , et 
sin * = a cot D sin* j I — a cot D sin* 7 * , 
ou sin * -h a cot D sin*7x= a sin*| I cot D, 
on lin * H- T cot D sin* *■ = a sin* j I cot D , 
on sin* x -f a tang D sin x = 4 sin* 7 1 5 d’où 

sinx= — tangD + tangD 1 -h ésin’ilcot’D 
= tangD[ — 1 + (i -h 4 sin*7 1 cot* D)‘] 

:=(74sin*7lcot*D— 7 . 7 1 Gsin^Hcot^D + &c.) 

= a sin*7lcotD — asin*7lcot’D+&c. 

Le premier terme de cette série est tou- 
jours sulSsant, même à un degré de distance 
an zénith ; c’est d’après cette formule 'que 
j’ai construit la table ci-jointe. 

£n divisant tous les nombres par 100 , on 
aura la correction pour une minute d’incli- 
naison; et multipliant celle-ci par le quarré 
du nombre des minutes de l’inclinaison , 
on aura la correction convenable. Ainsi â 
4° de distance au zénith, la correction pour 
10' est de ia’',48. Pour une minute elle se 
réduit à o",i 348 ; pour deux minutes elle 
est quadruple, ou o'’,4993 ; noncuple pour 
5 ', ainsi des autres. \ 


D>*Uac« 

lênilh. 

CAvreCti«a |t«tir 
io 4 ’inctiBUMm. 

0 

+ 600" 

1 

50 

a 

* 4,99 

s 

16.63 

4 

11,48 

5 

9.97 

6 

1 

8, JO 
6,11 

9 

5 sSi 

10 

4.95 

1 1 

4.49 

11 

4.11 

3.78 


*4 

3.30 

15 

j.î6 

i6 

3»04 

t 7 

1,85 

18 

1,69 

»9 

*.53 

10 

2,40 

it 

2,27 

11 

a,i6 


1,06 


t,o6 


1.87 

16 

«,79 

»7 

*.71 

>8 

<.64 

39 

1.37 

30 

1.31 

3 * 

1.45 

3» 

1.40 

33 

1.34 

34 

1.29 

33 

t.M 

3 * 

1.20 

3 J 

],i6 

3 * 

1,11 

i,oS 

39 

40 

1.04 

41 

1,00 

4* 

0.97 

4 r 

0.94 

44 

0,90 

45 

0,87 

48 

0,79 

S» 

0,71 

0,63 

54 

57 

0.37 

60 

O.fo 

^3 

0,44 

66 

e. 3 !) 



7 » 

0,19 

73 

OIJ 

2® 

0,19 

81 

0,14 

*4 

0,09 

*7 

0,05 

90 

0,00 
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Pour l’étoile polaire à du zénith , la correction pour lo' est 
i,i6 ; pour 5' elle est o'jîg. 

Pour ^ de la petite ourse à a4°ila correction est i",g6 pour lo', 
et o",4g pour 5', 

Pour ^ de la grande ourse et la chèvre , à 4* environ , la cor- 
rection seroit de 3" pour 5' d’inclinaison ; il ne seroit donc pas 
sûr de faire usage de ces étoiles ; il vaut mieux en prendre de 
plus voisines du pôle , l’erreur de la réfraction n’égiJera pas 
celle qu’entraîneroit l’inclinaison, et l’observation sera beaucoup 
plus facile. 

Latitude = go* — . dist. z dist. au pôle ( au nord du zénith). 
Ainsi dans toutesles observations au nord , l’inclinaison augmente 
la latitude. 

' Latitude = dist. z rp déclin, de l’étoile (au midi). 

Ainsi par les observations au.midi, la latitude seroit diminuée 
par l’inchnaison , qui diminue toujours les distances an zénith , 
dn moins quand elles ne passent pas go*. 

On pourvoit donc observer des étoiles au nord et au midi à 
égales hauteurs, et on détruiroit l’effet de l’inclinaison; mais 
il faudroit être sûr de la déclinaison , ce qui est difficile , et que 
l’inclinaison fût à très-peu près la môme, ce dont on ne peut 
répondre. 

La latitude ne peut être affectée que de la moitié de l’erreur 
produite par l’inclinaison , parce que celte erreur est insensible 
dans les passages inférieurs : il n’est question ici que des étoiles 
circompolaires. 

Il nous reste «me question à examiner. A moins qu’une étoile 
ne soit très- brillante , comme celles de première grandeur , il est 
presque impossible de l’observer à la croisée des deux fils. On 
l’observe donc à 'quelque distance. Voyons l’erreur qui peut en 
résulter. 

FIG. i6. Soit ZMH le vertical {fig. «6.), HO R l’horizon; au lieu 
d’observer au point M , l’intersection des fils , on observe au 
point N. Par les points M et N menez le grand cercle M N R. Co 
cercle est celui du plan ^ui passe par l’œil , et le fil horizontal 
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de la lunette. La différence de Z N à ZM est l’erreur de l’obser- 
vation , et cette erreur augmente toujours la distance au zénith 

cos Z M cos M N = cos Z N = cos ( Z M + 

Cette équation est absolument la même que celle que nous 
avons eue ci -dessus pour l’inclinaison; on aura donc pa- 
reillement 

* = 5 sin’ 7 M N cot Z M. 

La même table qui donne l’erreur produite par l’inclinaison , ' 

donnera aussi l’erreur commise en observant à quelque distance 
du fil ; mais ces deux erreurs sont de signes contraires pour les 
étoiles observées au nord : elles sont de mêmes signes pour les 
étoiles au midi. Comme il est presque impossible que le cercle 
n’ait une ou deux minutes d’inclinaison , on ne risque pas beau- 
coup d’observer à i ' ou a' de l'intersection , quand l’étoile est 
au nord. Si elle étoit au midi, il faudroit observer au plus 
près. 

Ceci suppose que le fil soit bien horizontal , et il n’est pas aisé 
de le placer ainsi bien exactement. 

Si le fil avoit une inclinaison , et qu’on observât à quelque p|G. 
distance de l’intersection I (Jtg'. 19) , par exemple en a , l’erreur 
eeroit aé = IadnLI /. Soit I a = a'= iao”Ll/= aé = q''io; 
ainsi 1° d’inclinaison et l' de distance donneroient 1" d’erreur. 

Mais si l’on observe constamment au même point a , il n’y 
aura point d’erreur , car la lunette se renversant dans la deuxième 
observation , si la première distance observée est^ trop grande 
d’une seconde , la deuxième sera trop petite d’une même quan- 
tité , et il y aura compensation. 11 n’y a donc qu’à mettre toujours 
à-même distance du fil , et toujours du meme côté ; ce qui se fera 
de la manière suivante.' 

Supposons que dans l’observation impaire qui se fait à droite , 
j’aie mis l’étoile à quelque distance du fil, à ma droite, en 
apparence , dans la lunette qui renverse , il est clair que l’étoile 
seraplacéç entre le fil et le limbe du cercle; pour l’observation 
paire, qui se fait à gauche , je placerai l’étoile à même distance 
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du fil , mais à ma gauche , afin qu’elle se retrouve encore entre 
le fil et le limbe. Par ce moyen, l’on observera toujours au 
meme point physique , et l’on détruira l’effet de l’inclinaison 
du fil ; ce qui n’einpêclie pas qu’il ne faille mettre le fil horizon- 
talement , autant qu’il est possible, 


Calcul des Observations azimuthales. 


Le.s observations azimuthales se font en prenant l'angle entre 
un astre et un objet terrestre. Quand on n’observe pas au 
centre de la station , ces observations ont besoin d’une réduC'^ 
tion , comme les angles pris entre deux objets terrestres. On 
se sert de la même formule j mais il est à remarquer qu’elle 
se réduit toujours à un terme , parce que la distance à l’astre, 
qui est au dénominateur de l’autre terme , est comme infi- 
nie par rapport à la distance au centre de la station. Si l'astre 
est à gauche fie l’objet terrestre , la formule se réduit an 

terme H ^ — =r — — j (O + y) est ici 1 angle entre 1 objet 

b . D 

à droite et le centre de la station. 


Si Pastre est à droite de l’objet terrestre , la formule se 

réduit au terme b~ÏT~' réduction s’applique a la 

différence d’azimuth entre l’astre et l’objet terrestre , comptée 
sur l’horizon, 

FIG, 20 . Soit maintenant N P Z le méridien ( Jig. 20 . ) , N le point 
nord de l’horizon , P le pôle , Z le zénith , S le lieu vrai dn 
soleil , S' le lieu apparent ; dans le triangle P Z S , nous con- 
poissons 

P Z = hauteur de l’équateur — H , 


P S = go“ --- déci, de l’astre = C , 


et l’angle horaire Z PS = Pj nous aurons ainsi cos ZS, 

ou 
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ou cos B = cos P sin H sin C + cos H cos C (i) 

. . - r, sin P sin C , . 

pms sm PZS, ou sm Z = r— ( 2 ) 

sin B 

Soit r la réfraction et p la parallaxe de hauteur 

ZS' = B' = B — r + P (3) 

Alors dans le triangle G Z S' , nous aurons 

S' G = distance observée = D , Z S' = B' , Z G = A. 


Faites R = 


A±Z±£_A, et R' = A±JUl£_B' 


sin* i GZS' = - v - fi ^ ^'r = ün' i Z' ( 4 ) 

sm A sm B 

C’est à cet angle G ZS' qu’il faut appliquer la réduction au centre. 
Enfiu NZG = azimuth du signal observé = Z — Z'. ...(5) 


Les cercles dont on s’est servi ne donnent pas les distances 
simples de l’astre à l’objet terrestre 5 on ne peut les connoîtra 
tout au plus que de deux en deux : mais comme le mouvement 
de l’astre par rapport au signal est sensiblement uniforme pen- 
dant de petits intervcdles de temps , on peut diviser l’arc par- 
couru , par le nombre des observations ; et l’arc moyen qui en 
résultera sera sensiblement la distance du soleil au signal pour 
l’instant moyen entre ceux de toutes les observations. Les cal- 
culs ont été faits en assemblant ces observations quatre à quatre, 
six à six , huit à huit , dix â dix , sans qu’on ait trouvé de diSé- 
rence sensible entre les résultats. Cependant , si l’on vouloit un 
procédé plus rigoureux , on poorroit faire le calcul de la manière 
suivante. 


Le triangle Z P S donna 

r, r, -rw cotCsinH 

col M Z S = cot Z = col P cos H : — fl) 

smP 

- . „ c . „ sin P sin C , ^ 

sm Z 

Z S' = B' = B + parallaxe — réfraction (.3) 

Éoit A 3 = MZC = azimuth du signal à-peu-près connu, 

H 


FIG.» 
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et compté du sud , le triangle G Z S donne 

cos G S' = cos G Z S' sin Z G sin Z S' + cos Z G cos Z S', 
ou 

cos A = cos (A — Z ) sin F sin B' + cos F cos B' (4) 

DifTcrentions celte formule par rapport à A seulement , nous 
aurons 

e? 4 sina = (/ (A — z) sin (A — z) sin F sin B' 

f/(A — «)sin(A— s)sinFsinB' rfAsin(A — z^sinFsinB' 

û il , ■ " ■ ■ '■ ' ' ' ■ — ■ — . , 

sin ^ sin 4 

_ . sin (A — z) sin F sin B' ,,, 

Soit a = ^ .{ol 

sin 4 

vous aurez = ad A. 

Calculons ces cinq formules pour chacune des observations. 
Nommez s 4 la somme de tous lésa, zecla somme de tous 
les a , G l’arc parcouru sur le limbe , ou la somme de toutes les 
distances observées , vous aurez G=z4 + cIASa} d’où 

dA = - ~ ^ ( 6 ) 

Ta - 

On pourroit employer un procédé pareil pour déterminer le 
temps vrai par les hauteurs absolues d’un astre. Calculez pour 
chaque observation de hauteur la formule 

cos Z S =x cos B = cos P sin H sin C + cos H cos C. . . .(i) 

B' = B + parallaxe — réfraction (z) 

Faites la somme de tous les B', que je nomme z.B'. 

Je suppose que l’on connoisse à i ou a" près le temps vrai ,• et 
par conséquent P. 

c^B sin B = dP sin P sin H sin C, 

rf P sin B sin H sin C , _ 

= adP, 


dB = 


vous aurez a ~ 


sin B 

sin P sin II sin C 


sin B 


.(3) 


Soit S. a la sommme des a , G l’arc parcouru 
G = z.B' + dP.s.a} 


d’où dP = 


G — ï.B' 


ou </ T = 


G — zB' 
i5.s.a 


■w 
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Calcul de toutes les parties de la Méridienne , en 
supposant la Terre sphérique. 

Quand on a déterminé par observation la latitude du point 
extrême d’un arc terrestre , et l’inclinaison du premier côté des 
triangles par rapport à la méridienne , on peut en conclure par 
le calcul la latitude de tous les signaux , leurs azimulhs vrais sur 
l’borizon l’un de l’autre, leur différence en longitude d’avec le 
point de départ , et enfin l’arc du méridien intercepté entre les 
parallèles des denx signaux extrêmes. 

Nous allons d’abord résoudre tous ces problèmes en sup- 
posant la terre sphérique, et nous j appUquerons ensuite 
les légères corrections que nécessite la figure applatie de la 
terre. 

Soit donc P le pôle , A le point de départ dont on a observé FIG. i5. 
la latitude , P A M le méridien de ce lieu , P N le méridien qui 
passe par le signal le plus voisin B , A B Q l’arc sphérique ter- 
restre qui passe par les deux signaux : on connoit par observa- 
tion PA, complément de latitude, et l’angle P AB, supplé- 
ment de B AM, azimuth observé du point B, On demande la 
latitude du point B, les angles B et P. Au lieu de chercher 
directement P B , il sera plus commode de déterminer la dif- 
férence entre PA et PB, qui n’est jamais que de quelques 
minutes. 

Le triangle P AB donne 

cos P B — cos Asin PAsin AB + cos PA cos AB, 
ou sin L' = cos A cos L sin / •(- sin L cos f 

sin L —T sin L' = sin L — sin L cos î ' — sin / cos A cos L 
= a sin* j / sin L — sin / cos A cos L. 

Ou bien si l’on compte A extérieurement au triangle, c’esl- 

II a 
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FIG. i 3 . à-dire qu’on niclte, au lieu de cos A, sa valeur tirée de* 
l’équation A = 1 8o* — z 

sinL — sinL'= sin / cos x cosL + 2 sin* j /sin L 
sin / cos Z cos L -4- a sin* / sin L 


asinï(L — L') = 
a sin î ( d L ) = 


cos 7(^-1- L'; 

sin / cos Z ros L + 2 sin* j / sin L 


cos (L — 7 d L) 

sin / cos Z cos L + a sin* 7 / sin L 

cos L cos 7 df L -f sin L sin i d L 

sin / cos Z cos L + a sin* 7 / sin L 

cos 7 / L (cos L -l- lang {(IL sin L) 

. sin / cos a cos L -i- 2 sin* 7 / sin L 

smaL— 7— jr ~~~ T 

cos L + lang 7 <2 L sin L 

sin / cos « -i- 2 sin* 7 / tang L 

1 -t- lang 7 rf L lang L 

lia <? L= (sio / cos* + 3 sin* / tang L) ( 1 — tang 7 dL tg L+ tg* j dL tg* L— fg’ i </L tg> L + &c.) 

On peut supprimer les lang’ {JL, qui multipliées par sin /cos* , 
ne donneroieni que des quantités du quatrième ordre. 

J, sin 7 JL 2 sin 7 JL cos{JL sin rfL 

isng. cosfdL acos’irfL a cos*7</L 

= 7 sin rfL ( t -1- tang* 7 rf L ) 

. . , r . 7 sin rf L sin* 7 rf L 

, . 

= 7 sin rf L + 7 sin rf L sin* 7 rfL ( i + tang* 7 rfL) 

. =7 sin rf L , en négligeant les sin’ rfL par la même 

raison que ci-dessus. 

tang7rfL=((sin/cosJ!-f-8in*4/tgL)(i--lgirfLtgL-|-fg*irfLtg*L) 

= 7sin/cos*-l-sin*i/tangL-.i8in/cos*tangirfLtgL 
:î= 7sin /cos » -H sin*7 /langL— jsin* / cos* * lang L 
= 7 sin /cos Z 7 sin* / sin* * tang L 
lang*i rfL= 7 sin* / cos* x 
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«inrfL t±:(8in/co8« + asin* 7 <rigL) (i — {siniTcosrtgL— *isin*J'sin’»tg*L + jsin’^cos’^lg’L) 

• = sin /cos Z + asin* 7 /ig L — ^sin* iTcos* * tgL — sin’-ï/siii fcosz tg'- L 

j sîn’ <T cos * sin* z tang’ L + ^ sin’ J' cos’ z tang* L 
— sin iT cos r + j sin'^tang L— j sin' Icos'z tang L — j sinVcos z lang'L 
+ j sin’ J'cos’ Z tang' L— “ jsin’ J'cos* sin* Z tang'L 

sin rfL = sin/cosz + isin' sin* z tang L — fsin’ / cos z sin* z tang* L / 

dL = (siniTcosz + jsin*/sin*ztangL — f sin’ ^ cos z sin* z lg*L) cosec i''+(rfL — sin</L) 
= cosec i*(sin^cosz +jsin*^'sin*z tangL — j sin’^cosz sin*z tang*L+ j sin’/cos’ z). 
Les deux derniers termes sont fort petits, et toujours de 
signes contraires. On peut les négliger quand on calcule cfL en 
' secondes : on les conserreroit pour calculer L en toises. Nous 
aurons donc en secondes 

dLz= cosec i" ( sin J' cos z + j sin* / sin* z tang L) 

V sin i" / 

En mettant z = 180° — A dans la formule du cit. Legendre , elle 
devient 

L'=L — <^cosz — î/*sin*ztgL+ï/’sin’zcosztg*L + ji'’sin‘zcosz. 

Nous différons sur le dernier terme ^ &c. 

Cherchons maintenant la différence d’azimatb. Nous compte- 
rons les azimuths de 0° à 36 o° , en allant du midi à l’occident. 

Le triangle PAR donne 

. __.m, A^ cotiPcosKPB — PA) __ cotjPcosKL— L') 

t..g,(B+A)=. ___ 

cotiPcos|(L — L') 


etcoU 


sinKL + L') 

t^(R+A)= = tang [ 90* ~ K » + A) J 

go° — f (B + A) est toujours un angle de quelques minutes} ainsi 
iPsini(L + L') 


qo*-KB'+A)=- 


B + A = i8o* 
B = 180"— A 


cosi(L — L') 
PsinHL + L’) 

cos HL — 

Psin i (L -f I/) 


cosi(L— L') 
PsinHL+L') _ 

cosHL — L') * 


= 180* — 180' + z 
P sin 7 ( L + L') 


cosHL — L') 
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FIü. i3. Cette formule donneroit la direction BA, comptée du point 
nord ; pour la compter du point snd , on y ajontera i8o*. 

PsinHL + L') 


Ainsi Z = t8o“ + z — 
Le même triangle donne 


cosi(L— L') 


. . # . r, . . ^ sin «T sin * 

sm A : cos L sin r : sm AB , ou sin P = — i / ' » 


d’où 

5’— i 8 o* + s- 
^l8o"+■*- 
= i8o*+z- 


sin / sin z sin J (L 4- L') 


: i8o* + *- 


cosj(L — L') cosL' 

/sinzsinKL'+L '+ dL) 
cos L' cos 7 rf L 

/ sin Z y sin L' cos { rf L + sin j c?L cos L' 


cos L' 

sin /sin z sin (L — t rfL) 
cosx<fLcos {L—dL) 


cos^r/L \ cos L' ■/ 

= i8o’+z — /sin Z tang L' — / sin z tang i dL, 

formule très- simple , à laquelle il n’y a rien à ajouter pour l’ap- 
platissement , dont l’effet est insensible sur l’azimulb, comme on 
le verra par la suite. 

z' = 1 80® + z — /sinztang L'— . / sin z (| si n /cos z -f j sin*/sin‘z tg L) 
=i8o*-|-z— /sinztgL' — ;/sin/sinaz-i-^/sin*/sin’ztgL. .(A) 
mais 

tangL'=tg(L-dL)=^5^^^ = (tgL-tgdL) (i-tgcfLtgL-|-tg‘dfLtg*L-&c.) 
= tgL— tgrfLtg*L-ptg*rfLtg’L — tgrfL + tg*rfLtgL> 


•&c, 


= t g L — tg L ( I -f tg’ L) -i- tg* rfL tg L ( I + tg® L) 
= tgL- 


tangrfL ^ tang* rfL tang L 
cos* L cos* L 


. =tgL 
= tgL 
= lgL 
-f tgL 
e=lgL 


sin/cosz 4 -îSin*/sin*ztangL sin* /cos* z tang 1. 

cos’ L cos* L * 

sin/cosz ^ sin’/sin’z tangL sin* /cos* z tang L 

cos’L 

(7sin*ZT-cos*{) 


cos’L 

cos* L 

sin / cos s 

sin* / tang L 

C08*Z 

cos* L 

sin / cos c 

sin* /tang L 

■ V ^ 

cos* L 

cos* L 

sin/cosz ^ 

sin* / tang L 

cob* L 

cob* L ' 


(i — sin*z — risin*z) 
(1— îsin’z^jj 
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C3 


donc 

i'=i8o' + s— ^sinatgL + 


«TsiniTsinscoss .«in* / sin 2 tang L 


cos* L 


cos* L 


■J^sin’ /sin’ 2 tnng L 


— ÿTsin / sîn 2 2 — i /sin*/sin’2igL 


cos* L 

= i8o“ + r— *<^'sin 2tang L 4- 1 / sin / sin 2 » + i sin / sin 2 2 
+ j / sin /sin 2 2 tg* L — J* sin* J" sin 2 tg L — J'sin’ l^8in2 tg*L 
4- 1 J'sin* J' sin’ 2 tg L 4- 7 J'sin*J'sin’2 tg’ L — S' sin* J' sin’x tg L 
= i 8 o °4-2 — /sin 2 lang L 4- 7 / sin J* sin 2 2 ( 7 4- tang* L ) 
— / sin* J* sin 2 tg L ( 1 4- tg* L) 4- /sin* /sin^2 1 g L ( J- 4- ’ tg’ L) . 
Cette formule est trop compliquée pour la pratique , U vaut 
mieux s’en tenir à la formule (A) , dans laquelle on peut négli- 
ger le dernier terme , qui sera toujours insensible dans notre 
opération. On aura donc > 

z' = t8o“ 4-2 — <T sin 2 tang L' — 7 J'sin / sin 2 2. . , ,(B) 
Le dernier terme se réduira facilement en une table à double 
entrée. 

La formule B est commode , et d’une exactitude snfBsante 
pour trouver la différence d’azimuth. Je vais en donner une 
qui est une série inHaie , dont la loi est très- simple. Soient A , 
A' et A" les trois angles d’un triangle sphérique quelconque , 
C , C' et C les côtés opposés j supposons une quantité x telle 
que A 4- A' 4- A" = 180° 4- * , ou 

A' 4 - A"= i8o’ — A 4 -*= 180*— (A — ar) 

HA'+ A”) =90*-i (A-*), 

Mais suivant une formule de Néper 

tanu ■ f A' 4. A *1 - ) 

tang, (A 4- A j ^ ^ ^ ^ 

donc 

1 + tang_7 A tang 7 * cot 7 A cos 7 ( C' — C") 

ung 7 A — tang 7 * cos 7 ( C' 4- C") 

cos HC' 4- C'y 4 -^osf (C' 4 -C") tgi Atg> = cot iA cosKC'— C") tg : A 

— cot 7 A cos 7 (C' — C")tang7ar 
tang 7 X tang ^ A cos 7 (C'+C") 4 - tang ir cot| A cosf (C'— C") 
= cos i (C'— C") — cos KC' 4 - C") = 2 sin i C' sin i- C ' 
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tangix = 


DE LA DÉTERMINATION 
a sin 7 C' sin 7 C" 


laiig 7 A COS7 (C' + C ") + cot 7 A cos 7 (C' — C") 

3 sin i C' sin 7 C" 


cosjC'cosjC'tg^A — sinjC'sinjC"lg7À+co8jC'co87C"cotrA+8iDiC'6iniC colJA 
2 sin7C' sin^C" 

cos^C'cosi C"(lang7A + cot jA) — sin jC'ain^C'Xiang^ A— cot jA) 

2 sia 7 C' sin 7 C" 


2 C08 7 C' cos 7 C "cosec A + 2 sin 7 C' sin 7 C' cot A 
tang 7 C' tang { C" sin A 


I + tang 7 C' tang 7 C " cos A 
Ou pour abréger taiig^ = 
dy ■'mrfAcosA 


m sin A 
» + OT cos A 
m* sin* Ad A 


J d’où 


cos’^ i + m cos A ( « + w cos A)* 

d y mdAcosA+m'dAcos'A+m'dAsin'A mdAcosA-\-m' dA 

coi’y 
dy 


( I + 771 cos A )* 
m cos A + OT* 


+ m cos A)* 
m cos A + 771 * 


<tA (,+™co.A)’(.+c«ÿ) , .. 

' (i + tocosA)*/ 

m COS A + 771 * 771 cos A + 771 * 


Soit 

dy 

dA 


(1+771 cos A)*+ 77 i*sin*A i +2 tti cosA+ 77 »*co 8 *A+ 77 i*sin*A 

771 cos A + -/Tl* 

1 + 2 771 COS À + 771* ’ 

m cos A + 771 * . . , O 

7 = «771+;8 77l* + 7.77l’+J^77l‘+&C, 


1 + 27» cos A + 7»* 

= «7» + H 7»* + > 771’ + / 771^+ &C. 

+ 2 »COsAt»*+ 2/3C0sA|»’+ 3>C08 At»* + &C. 

+ <t m’ + j 3 7 »* + &c. 

on o = « 7» + |8 7»* + m’ + <^ 7»* + &c. 

— cosAt;i + 3 it cos A m'+aji ccw A 7 »’+ a j. cos A 7 »^+ &c, 
— 7»* + « 771’ + jS 7»^+&C. 

d’oii 


Digitized by Google 


r 


D’UN ARC DU MÉRIDIEN. 65 

d’où 

a = COS A , 5 = 1 — 3 et COS A = I — 2 COs’ A = — C3S 2 A 
7 = — “ — a 5 cos A = — cos A + 2 cos a A cos A = cos 3 A 
^ = — 2 >- cos A — 5 = — 3 cos 3 A + cos a A = — cos 4 A 
ainsi des autres ; donc 
y 

— — = m cos A — m* cos 2 A + m’ cos 3 A — cos 4 A 


et> = wi sin A — 7 m* siri 3 A + j ot’ sin 3 A — j wi* sin 4 A. 

Il n’y a pas de constante à ajouter , parce que y et A de- 
viennent zéro tous deux â la fois; donc 

i»=tgiC'tg;C"sinA-i(tgiC'tgiCrsinaA+f(tgiC'tgiC'rsin3A-i&c.(C) 


i*=( 


A + h! h!* — 1 80 


^ = 7 ^surface du triangle sphérique.^ 


SoitiC'=iC"=45*, 

A' = A" = go% fx = 


on aura 
A + 180 — 180 
3 


— 1 A 

— > " J 


* = A. 


La série se changera en celle-ci 

7 A = sin A — 7 sin 2 A + j sin 3 A — j sin 4 A , 
formule connue. > 

Soit A = 90* 

45 °=i — j-l-j— j-h &c. formule connue. 

Soit à présent A l’azimnth connu , A' la différence en longitude , 
A" sera l’azimuth cherché j nous aurons C' = «T et C" = 90” — L , 
et par conséquent 

7 A + 7 A' -h 7 A" — go* = tang 7 i' tang ( 45 * — 7 L ) sin A 
— 7 tang*7 / tang* ( 45 ° — 7 L) sin 2 A -h j &c. 


A + A' -h A" — 180 = 2 tang 7 / tang ( 45 ’ — 7 L) sin A 
— tang* 7 / tang* ( 45 ’ — ^LjsinaA-l-ÿ &c. 
ou en comptant les azimnths du point sud de l’horizon 

(180 — x)+P-l-( — i8o-l-z')— 180 = 2 tang7/tang(45° — 7L)sinx 
+ tang* 7 / tang’ ( 45 ’ — 7 L) sin 2 x -h j &c. 

( — 180 + x')=r — P-t-2 tang7 / tang (45° — 7L) sin z + &c. 
x' = ( 180’ — P ) + Z + 2 tang 7 / tang ( 45 * — 7 L ) sin z 
+ tang*7 / tang* ( 45 ’ — 7 L ) sin 2 s + j &c. 

I 


y 


\ 


1 
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Celte formule est moins commode que celle (B) trouvée ci- 
dessus } mais on peut pousser l’approximation aussi loin qu’on 
veut. A l’ordinaire , il suiliroit de deux termes de la série. 

La formule (C) pourroit servir à calculer l'excès des trois 
angles sur > 8 o° dans les petits triangles sphériques que nous 
formons à la surface de la terre. Dans ce cas , on peut l’écrire 
ainsi 

4: = C' tang Ÿ C" sin A — &c. 

Je suppose C' et C" exprimé en secondes. 

Cherchons maintenant une formule pour évaluer en toises la 
difierence des parallèles de deux signaux. 

Nous avons trouvé ci-dessus 

sin c/L = sin <Tcos« + r sin* /sin'* tg L— j sin’ /cosssin'xtg* L, 
ou 

sin (/ L = a sin Y X cos - X cos * -f- 2 sin* { X sin* x tang L 

— sin j X sin* X cos * sin* ■= tang* L 

= (corde X ) cos ^ X cos z (corde X) sin j X sin* z tang L 

— ( corde X) i sin* X cos z sin* z tang* L. 

La résolution des triangles noos a donné (corde X)j je l’ap- 
pelle K. 

lin L = KcosjXcos z + KsinjXsin’s tg L — 2 Ksin*î Xcos* sin’* tg‘L 
= ( K cos ; X) cos X + ( K cos j X) tang j X sin* z langL 

— a K sin* ; X cos * sin* z tang* L 

= (K cos 7 Xcos x) -h (K. cos 7 X cos x) tang7 Xsin s tgxtgL 

— 2 (K cos 7 Xcos*) sin7 X tang7Xsin* * tang* L. 

K étant donné en toises , ou autres mesures équivalentes , 

on aura sin </ L , ou le sinus de la dilFérence des parallèles , 
exprimé en pareilles mesures. Pour avoir rf L lui-même , ou la 
dilFérence des parallèles, il sufHt d’ajouter à celte expression 
l’excès de l’arc sur le sinus , c’est-à-dire 


R étant le rayon de la terre exprimé en mêmes mesures que K. 
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On peut aussi faire j sin’ dL = ] (Ksia* j J* cos’ î J' cos’ ~)- 
Ainsi nous aurons 

dL = (K cos j / cos z) + (K cos^ / cos z) tang 7 «fsin z tg s’tg L 

— 2(Kcos j<f cosz) sinj- iTtgj/sin’z ig’L J (Kcosj^cos z)sin*ï-f<‘OS‘i/cos* 

On calculera par cette formule la différence en toises entre 
chacun des signaux; et ajoutant ensuite ces différences les unes 
aux autres , on aura la différence entre les parallèles extrêmes , 
c’est-à-dire l’arc du méridien. 

Cette méthode me paroît la plus simple et la plus commode 
que comporte la nature du problème ; elle ne demande aucune 
figure , aucune attention particulière , si ce n’est aux signes 
algébriques des sinus , tangentes , &c. elle porto avec elle sa 
vérification. En effet , soient A BCD ai. ) quatre signaux HG. a 
voisins quelconques. La différence des parallèles entre A et D 
peut se trouver de deux manières; car elle est également la 
somme des différences entre A et B et entre B et D d’une part, 
et à la somme des différences entre A et C et entre C et D de 
l’autre part. C’est ainsi que le calcul a été fait double depuis 
Dunkerque jusqu’à Montjouy. 

Si l’on vent savoir l’effet que produira sur l’arc du méridien , 
en mètres, une erreur commise sur l’azimuth , il sufiira de diffé^ 
rentier le premier terme de la formule , et l’on aura 
<f (K. cos 7 «T cos z) — — (K.COS7 J' sin s ifs) = — (Keos 7 / cos z) tgs ifr. 

En déterminant pour chaque partie de la méridienne le coefii- 
cient de dz dans la formule précédente, on aura l’erreur pro- 
duite dans la longueur de cet arc partiel , par une erreur d s 
commise sur l’azimuth du point de départ. En additionnant tous 
ces coefficiens , on aura l’erreur de l’arc entier , en supposant 
d z constant pour toute la suite des triangles. Ainsi , en suppo- 
sant i 5 " d’erreur sur l’azimuth de Dunkerque, l’erreur de l’arc 
entier du méridien entre les parallèles de Dunkerque et Barcc- 
lonne , sera d’un mètre environ , c’est-à-dire de , 


G8 DE LA DÉTERMINATION 

Formules pour exprimer en fonction de la latitude toutes 
•• les parties de 1‘ ellipse du Méridien terrestre. 


Avant Je donner les corrections dues aux formules précédentes 
à raison Je l’applatissement de la terre , nous allons rassembler 
plusieurs expressions qui serviront à les démontrer. Par occa- 
sion , nous en donnerons quelques autres qui peuvent avoir leur 
utilité dans les calculs astronomiques. 

FJG. as. S<it DE{fig. as) le diamètre de l’équateur; CE=jDE=i, 
DPE la moitié du méridien elliptique , C P le demi - petit 
axe — b, DP'E le demi-cercle circonscrit ; aF l’ordonnée au 
cercle ; sa partie AF sera l’ordonnée à l’ellipse , a T la tangente 
au point a du cercle , A T sera la tangente au point A de l’ellipse. 
Menez le rayon Cn, il sera perpendiculaire à oT; menez AM 
perpendiculaire à AT, l’angle ALT = FAT = latitude du point A , 
oCX = FoT = latitude du point o dans la sphère circonscrite. 


Soit FAT — 1 j, FaP — A, 

AF __ oF 

tang AT F = , tang oTF = — — j 


donc 

ou 

d’où 


tang A T F ; tang a T F :: A F : a F :: è : i . 

cot L : cot X :: b •. i tang a : tang L; 

tang X = b tang L (i) 

AF = ù.oF = ùsinA = ôcos A tangA= — ^ ^ 

(i+tang*A)- 

ù’tangL (i — e*)tangL (i— c*)tangL 

(i-pù’tang'L)’ + e*)tg’L]* (i-ptg‘L— e*tg’L)* 


( 1 — e') tang L (i— e*)cosLtgL (i — c’)sinL 


( — i e sin L y / — c’sin*L)* (i — «*sin’L)’ 

Vcos’L cob‘L/ ' ' ' 


T* •(*) 


I I 1 COS L 

CF=cosa= : = T = : = r(^) 


sec A 


(i+tg’A)* (i-p6*tg*L)’ (i— e*sin‘L)* 
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C F est l’abscisse ou le rayon du parallèle , et A F l’ordonnée. 

AT = A F sec L = — ^ )iangL _ à l’ellipse. • . .(4) 

( 1 — e’sin'L)* 

(1 — e*) sin L lang L 


F T = A F tang L ; 


( 5 ) 


(i — e’sin’ L)* 

L F = A F cot L = = (i-e')cos L 

(i — e*sin*L)' (i — e’sin’L)’ 

LT=ATcosecL=(^=f:^^iîl^!^= ,.( 7 ) 

(1 — e*sin*L)* cosL(i — e’sin’L)* 


CT=>ec.= -L = (— 

cosA CF CO6 L 

( I — c* ) 


AL = LF sec L =s 


( 1 — e*sin*L)’ 


c r. = c F - L F = . . . ( , 


CM = CLtangL= ■ 


(i — e‘ sin’L) 
e' sin L 


LM = CL sec L = 


AM = AL+LM = 


(i — c*sin“L)* 

e* 


.( 8 ) 

•(9) 


’cosL 


(i — e*sin*L)’ 


(i — e’sin'L)* 
i—e' + e' 


A / = A M cot L = 


ti — e’sin’L)* (i — e*sin*L/ 
cot L 


(i — e*sia*L)* 

c ( = CT «t L = „ (Jrf’ 


•Cm) 

,(ia) 

.(•3) 

•04) 


cosL 


sin L 


05) 


I 
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a A = oF — AF= sin A — i sia x = — A) sin x= - ^ *— 

cosec X 

_ _ (i— à)h (b— b’) 

(i+cot'x)* (A*+cot*L)* (i— c’+col’L)* 

= _(AnilL_ — (& — & •) sinL 

(cosec* L — e')‘ ( f — <?’ sin* L)* 

c:v = rF ’+ cf‘= + _fîî!LL_ 

1 — e* sm* L 1 — e’ sin’ L 

(i — 9 e* + c‘)sin’L + cos* L sin’L— (a e' — e‘) sin*L+cos*L 

1 — e' sin* L i — e‘ sin* L 

I — (î c* — r*) sin* L 1 — P* sin* L — (<?*— e‘) sin* L 

1 — c* sin* L 


.(i6) 




I. — c* sin* L 
( e '‘ — e* ) sin* L 


; d’où 


1 — e' sin* L 
e* ( I — e') sin* L 


\ I — e* sin* L y 

Or, r formule(^a)'], A’sln*x=-^-î— — ^ ^ 
^ I— e*sm*L 

. ( I — e') sin* L 

• X — i- ; 

I — e‘ sin* L 


•(* 7 ) 


sm* X = 


; donc 


donc C A = ( 1 — <?* sin* x)’. Soit donc sin u = c sin x , et Fon 

aura CA= cosu (i 8 ) 

Soit un angle B , tel que cos B==A,onauratangx = cos B tang L j 
d’où , suivant une formule du cit. Lagrange , 

L — Xï=tang* jBsinaL — ïtang* 7 Bsiii 4 L+-jig' jBsinSL — &c. 
mais puisque cos B = A, on ai — A = i — cos B = a sin* j B , 
et sin’îB =j — ÿù, cos* fB = i — sin*7B = i — î+îù=7+i^} 

i _-i A 1 —A 
donc tang*^B= ^ ^ r j- = 

* = Ct^) ““ " (ïTï) ^ ^ + î (r^) «n 6 L- &c. . . . (1 9) 
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Soient en général m et n les deux nombres qui expriment le rap • 

port des axes de l’ellipse ib = — , 

^ m 


t—b 


n 

m 

n 

1 -| 

m 


n 


m + n m + « 


car or(]ina)renieiU on prend pour metn deux nombres qui ne 
diffèrent que de Tunité. 

Donc L — A = f ^ sîn a L — i ^ ^ sla 4 L 

6 L — &C (20) 

Cette expression est très-convergente , rarement on a besoin 
du second terme , et jamais du troisième. Duscjour a fait un 
grand usage de a , et il a donné une table de L — a; mais la 
manière dont il l’a calculée est moins commode ^ue la série 
précédente. 

( I — e' sîn* L )* 


, A F ( I — c* ) sin L 

tangACF = -— = -i i ^ 


cos L 


(1 — e*sin‘L)* 

= ( i — e') tang L = è* tang L (ai) 

Soit 1 — e* = cos B' , et ACF = / , nous aurons 
tang / = cos B' tang L , 

e tL — 1= tang*( B'sin a L — j tang^i B'sin 4 L + ÿ tg* jB'sin 6L — &c. 
Or a sin* -j B'= i — cosB'= e* , 5in*iB'= t ®* > cos* j B'= i — je* 

n* 

ie* e* 1 — b‘ * m* 


et tang* 7 B' = 


•te 


1 + 


1 + 


m* — /I* '(i7i+n)(OT — n) m + n 

m' + n* /»* -h »* /?»* + /i* ’ 
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+ y r ^ sin 6 L — &C. 

’ V m“ + n' / 


.(as) 


7 J DE LA DETERMINATION 

Jonc L — l ~ ‘ ” ^ sin a L — j ^ ” A sin 4 L 

\ w‘ + «• / V m* + n* / 

OT + TJ 
’ + 

L — / est l’angle de la verticale avec le demi-diamètre. On 
en fait usage dans le calcul des parallaxes ; il est le complément 
de l’angle que fait la courbe avec le rayon C A. 

Les séries (ao) et (a a) donnent l’arc en parties du rayon. Pour 
l’avoir en secondes , on divisera chaque terme par sin i". 

Soit AA' l’élément de la courbe EA ou AA'= d \ , A!u = d.\ sin L; 
mais 

cosL \ / (fcosL jcosLt/(i — e*sin*L)> 


A'u- — dCT= — dÇ 


donc 


(i — e’sin’L)* 
(i — e‘) sin L rfL 

(i — e'sin’L)* 


i)=-( 


( i — e* sin'L)* ( 1 — e‘ sin’ L)* 


J 


dA . -i , , , 

= — e') (t — e’sin’L) ’= rayon de courbure du méridien, .(a?)) 

1 


d’où 


dA (i — e’sin’L)’ 


= 1 = rayon de l’équateur. .... (a4) 


{.-»■) 


dL ' (i^e‘) 

Cette formule suppose dA et dL exprimés en parties du raj'on. 

Mais si dA est exprimé en mètres , toises ou autres mesures pa- 
reilles, le rayon de l’équateur sera exprimé en mesures semblables, 
Développons la formule (a3) , nous aurons 

= 1 } **8În* L-p f sln^ L-p ’-î-J «* sin* L -p &c. 

= . -p±.^*..p^^ 

a i.a* ‘a. 4 i.a.a* ‘a. 4. 6 i.a.3.a* 'a.4.6.8 i. a. 3.1. a* 

/3 1 . , 3.5 4 , ,3.5.7 6.5 . . 3.5.7.<» 8. 7. G , . N . 

“ (â- â* + l?‘‘+a— 6- — ‘*‘+iÂT675- T-a.-sT^ *’ + =* ^ 

+ .. + eo.4 L 

\2.4 a’ a. 4. 6 i.a* a.4.6.8 i.a.a^ / 

^(3417, ^ .s + CO. 0 L 

Va. 4. 6 a’ a.4.6.8 i.a' ' / 


8ic. 


La 
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La loi de cette série est évidente , on peut la continuer tant 
qu'on voudra. En intégrant , on aura 

_A _/ 3 a . 3.5 4.5 . , 3.5.7 6 3 . 4 , , 3. 5. 7. 9 8. 7. 6. 5 , \ 

I— «• V *^a' i.a** "^a.4’ i.a.a** "^a.4.6' i.a.sTâ** i.a.3.4.a** '’/ 

I 3.5 4 3.5.7 6.5 , 3. 5. 7. g 8.7.6 , , - \ . 

— r( - • - • d r--T** + — T—c- î»'d . g Q - î — -*• + &C. )un aL 

\a a a. 4 a’ a. 4. 6 i.a.a* a. 4. 6. 8 i.a.S.a’ J 

I ^ A É 3.5.7 6 - , 5. 5. 7-9 8.7 , , - \ • 

+ ï(r4--a’ **+rr6-TT?‘ 

_ I + LI4.9. &C.') .û, 6 L 

*\a.4.6 a* a. 4. 6. 8 i.a' ' / 

+i(rrr|- F ; v '■“> 

— &c. 

Il n’y a pas de constante â ajouter , parce que A et L deviennent 
zéro en même temps. Cette série donnera la valeur d’un arc 
quelconque commençant à l’équateur , et terminé au point dont 
la latitude est L ; elle se réduira au premier terme si L = go*. 

Soit pour abréger 

\ 

= «L — |B sin aL + V au 4 L— /sin6 L + • sinSL — &c. 

i — e* 

Soit un autre arc A' dont la latitude extrême soit L' , on aura 
de même 

- ^ - = ce L ' — fi sin 3 L'+ y sin 4 L' — /sin6L'+ « sinS L' — &c. 


- = a (L— L') — fi (sinaL — sinaLO + 7.(ân4L — sin^L') 

— J' (sin 6 L — sin 6 L') + &c. 

= « (L— L') — a^sin(L — L')cos(L+L') + a>sina(L— L')cosa(L-l-L') 
— a ^sin 3(L — L')-cos3(L+L') + &c. 

Soit Q le quart du méridien — = « • 90’ ; 
donc 

Q _ Ci — «0 «-9e* 

A — A'^^A— A'\~«(L— L')— aôiin(L— L')co5(Ld-L')+a>iina(L--L')coia(Ld-l,')— 8tc. 
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A— A' 

: 

(L— L'J— — «inCL - L')co»(L+L')+ ,i„ a(L-L')co»a(L+L’)- ^in3(L-L')coi3(L+L')+«cc.(a6) 


En nous bornant aux e’, qui suffiront toujours , 
3 45 175 , 




10x4 


i5 . io5 , 

~ ^ 1024 

jv 35 , 

J' = » e* 

007a 

3)8 3 . 5 . ni, 

— = 7 C* + - + — c‘ 

« 4 8 5ia 

ÎZ ^ e‘ 

« 128 ia8 

aJ' 35 . 


On peut meme négliger les e* , qui ne font pas une toise ou 
deux mètres sur le quart du méridien ; nous aurons donc 
^_(A-A')9 oV. , , ,_^,sin(L-L')cos(L+L') ,, _^sina(L-L')cosa(L 4 -L')>^ 

L— L' (L — L') ■*' (L — L') /-WJ 

Dans cette formule , Q sera exprimé en toises , comme (A — A”); 
pour l’avoir en lignes il faudra multiplier le second membre 
par 864 . > 

Soit m le mètre exprimé en lignes 

0.0000864 (A — A')( 1.570796326795) 

(L-L') 

X (. +(!..+{.-, (,8) 

0.000135716802635 (A — A') 

C>9) 
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Si l’on a. deux arcs différens pour calculer la valeur du mètre, 
on pourra dans le calcul laisser indéterminées les valeurs de e* 
et , et l’on en tirera la valeur de e ' , en résolvant une équa- 
tion du second degré. 

Si l’applatissement étoit nul , la valeur du mètre se réduiroit 
au premier terme. Les deux termes suivans sont donc la cor- 
rection due au mètre, calculé dans l’hypothèse sphérique, à 
raison de l’applatissement. 

Si l’on avoit L + L' = go* , le premier des deux termes s’éva- 
nouiroit ; et la correction d’applatissement seroit 

0.0001357168 (A — A') ,, sin a ( L — L') 

(L — ^ (L — L') ’ 

quantité presque insensible. 


Or la latitude de Mont jouy est 4 1* 2 1' 45" = L' 

Celle de mon observatoire de Bruyères 48 33 4y z= L 

La somme des latitudes 8g 5; 3a = L + L', 

ce qui diffère très- peu de 90°. Ainsi l’arc entre Mont jouy et 
Bruyères donneroit le mètre indépendamment de l’applatisse- 
ment , en supposant toutefois que le méridien est elliptique. 


Q = «( 1 — e*) go* = ( 1 — «•) (go*) ( i -h I + ffi e‘ ) 

= 9o*(i — ie*— rÿjC*) .(3o) 

donc 

= (30 

degré moyen = j!;.Q= i* (i_e*) (i+ie*-l- 
L’expression générale d’un degré est 




1* (i — e*) (1 — «’sin*L) *. 
Egalant ces deux valeurs , on en tire 

I— e*sm*L=(i + ^ 


d’où 


«* sin*L = ï ^ e‘ 



ou 


•in* L = ; -h e* -h ^ 


.(33) 


K 2 
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On voit donc que la latitude du degré moyen surpasse de bien 
peu 45*} car sin* 45 ’ = 7 

sin* L — sin* 45 * = ^ e* + jf; = sin (L — 45 ') sin (L + 45 ') 
Soit (L — 45 °) = *; donc 

L = 45 “ + jf , L + 45* = 9®” } 

donc sin x sin (go* + y ou 

sin * cos X = î sin 2 X = 37 e* + ^e* = -^e' (t + 7 e* ) 

et sin a X = 77 c* (i + 7 e‘) ( 34 ) 

Si dans la formule (a 4 ) ou suppose L=o, on aura pour la valeur 

du degré de latitude à l’équateur (1 — «*) arc de 1* ( 35 ) 

Si l’on veut le degré égal à celui de la sphère circonscrite , la 
formule (a 4 ) deviendra 




d’où 


(i — e*)(r — c*sin*L) ‘=1, 


sin’L = - — - -=}(i + 7«* + 7.Je*+&c.). ..( 36 ) 

d’où l’on voit que L dlHêre très-peu de l’arc , dont le sinus est 
y/ f. Soit G cet arc , et L — G =y , on aura 

- ■' • (37) 


î.ï«* + T-i-îe‘+&®- 

lîTl V ■ -Il =5 ■ . 


smy' = 


sin (a G -H y) 


sin (1 09*38' 1 6" -H y)' 


Le degré de la sphère inscrite sera (1 — e*)* arc do 1*5 d’où 

i 1 

(1 — •*)* = (i— e*ân*L)* . 


et 


sîn'L = î+ i-ic'+i-î.? . ( 38 ) 


Soit G' l’arc dont le sinus = ÿ > et jr' = L — G' 


smy = - 


sin (70* 3 1 ' i 4 "+y') 


(39) 


On remarquera que G' = 90* — G. 

D’après ces notions générales , passons à la solution des pro^ 
blêmes qui se présentent dans la mesure d’uu arc du méridien. 
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Calcul d'un jirc du Méridien dans le sphéroïde 
elliptique. 

Soit PC {fig. 23 ) le demi-petit axe de la terre , P A et P B 
deux méridiens elliptiques , AB un arc terrestre dont on con- 
noît la corde par la mesure des triangles , A M la normale au 
point A. 

On connoît par' observation 

P M A = go" — latitude de 4 = 90’ — L. 

On connoît encore par observation l’angle P A B , ou l’azimuth 
du point B sur l’horizon de A. 

Il faut en conclure l’azimuth du point A sur l’horizon de B , la 
latitude du point B , la différence de longitude entre A et B , et 
enfin la différence des parallèles en toises, on l’arc du méri- 
dien compris entre les parallèles de A et de B. 

Menez B O normale au point B , joignez B M , et du point M 
comme centre avec un rayon arbitraire , M B par exemple , dé- 
crivez les trois arcs ba^ap, bp\ ces trois arcs formeront un 
triangle sphérique , dans lequel vous counoîtrez ap = go* — L 
et P ab 180° — BAN = 180° — z. 

Supposons que l’on puisse exprimer a& en fonction de la corde 
mesurée A B ( nous en donnerons bientôt le moyen ) , et nous 
aurons tout ce qui est nécessaire pour résoudre le triangle pab. 

Nous calculerons apb = différence de longitude. 
pè=PMB=POB— OBM=9 o"— L'— OBM= go"— L'— *=90"— (L'+z). 
Nous calculerons aussi pb a , angle des plans P B M et ABM, 
lequel différera très-peu de l’angle des plans P B O et A B O , 
c’est-à-dire de l’azimutb cherché. Ainsi nous aurons/)ôa=B — -y, 

B étant l’azimuth cherché , et y une petite correction , dont 
nous chercherons la valeur avec celle de x. 

Nous connoissons A M et B O , du moins en supposant l’ap- 
platissement connu. Cherchons B M , et alors dans le triangle 
rectiligne ABM , nous aurons les trois côtés , et par conséquent 
aussi les trois angles , et l’arc a b qui mesure A M B. 
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Jusqa’ici cette méthode est à très-peu près celle que le 
cit. Legendre a donnée dans les Mémoires de l’Académie , pour 
1787 ; l’aurois même profité du travail de ce savant géomètre , 
sans y rien changer , si , en supprimant les démonstrations , il 
ne m’avoit mis dans la nécessité d’examiner moi-mème pour me 
garantir des fautes d’impression , et si la manière dont j’avois 
fait mes premiers calculs n’eût exigé des formules plus adaptées 
à ce qui précède. 

, I 

Nous avons trouvé ci-dessus A M = ( 1 — c* sin* L) ’ ; d’où 

AM=i + ^ — (i e') cos a L + 47 e* cos 4 L , 

de même 

B O = 1 -h j e* + ^e* — (i e* i e<) cos 3 L'+ ^ e« cos 4 L' 
Ainsi 

AM— BO = Gc*+ -^e^) (cos 3 L'— cos a L) 4 - (cos 4 L' — cos 4 L) 

=(7e*-J-77e^)asin(L — ^L')sin(L-l-L')-l-^c*asina(L— L')cos3(L-hL') 
= (j c* -p J e^) sin (L — L*) sin (L + L') -f- -j^e^sina (L — L') cosa(L-l-L') 
et 

BO=AM — (;e*+ I e<)sin(L — L')sin(L + L') — ^ e‘sin 3 (L — L')cosa(L+ L') 

B M : B O sin B O M : sin B M O :: sin P O B : sin P M B 
sin (90° — L') ; sin (go” — L' — x) :: cosL': cos (L'-}-*); 

donc 

P _ B O cos L' B O cos 1 / BO 

cos (L'-j-x) cusL'cosx — sinL'sinx cos* — tgL'sin* 

= ; — — — = BO -P BO sin* tangL' 

1 — tang L sin * — 2 sm j * 

-h B O sin* * X ( 7 -i- tang* L' ) 


* est un angle si petit , que les quantités négUgées sont in« 
sensibles. 


sin* = sin OBM = 


MO sin MOB 

b"m 


(MC — OC)cosL' 

BM 
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Or(i i)MC= e* sin L ( I — e’ sin* L) * = «’ sin L + j sin’ L 

OC = e* an L'+ 7 sin’ L' 

MC — OC = e‘ (sin L—^ sin L') + ^ e* (sin’L — sin’ L') 

= ae*sini(L-L')cosi(L+L')+ic‘(^8inL— isinL'- 4 sin 3 L+isin 3 L') 

= a c*sinKL-L')cosKL+L') 4- 1 c* sin j (L—L') cos + L) 

— 7 e* sin I (L — L') cos KL + L') 

= (ac*+7e^)sin7</Lcos(L — ^rfL) — 7 e*sin’t/Lcos 3 (L — irfLj 

= (a e* +K‘) sin ? L cos L cos j t/L + (a c* + J c*)siii*7rfLsinL 

— je^sinlt/LcosSLcosjc/L — K'sinî'^LsinjrfLsinSL 

= 7 (a c* + i «^)sincf LcosL + 7 «*sin‘«i LsinL — J e‘sinrfLcos 3 L 

= (e* +7«*) sin d L cosL + 7 <?* sin’rfL sin L 

en rejetant les quantités du cinquième ordre. 

(MC — OC)cosL'= (c * + 1 sin c?L cos L cos L' + 7 e*sin‘</LsinLcosL' 

= (c* +-{«*) sin c?L cos* L + 7 c* sin* dL sin L cos Ij , 

[(e*+7«^) sin</Lcos*L+7e'sin*^fLsinLcosL] (1 — tgL'sinx — Kin'x) 

etsmx— , 

e*sinÉ?Lcos*L+7e*sin*rfLsinLcosL 

(i— e*sin*L')^ 

= (c*sin JLcos*L+|e*sin‘(/LsinLcosL) (1 +76* sin*L') 
sin X = e* sin r/ L cos* L + t sin* L sin L cos L 
En négligeant toujours les quantités du cinquième ordre , nous 
pourrons même faire 

x=e'dh cos L + 7 c* </Lsin c^Lcos L sin L ( 4 o) 

En portant la valeur de sin x dans celle de B M , nous aurous 

BM = BO + BO (e*sin*f/L cos* L + 7 e*sin*«/L sin Lcos L) tang L' 

= BO + BO . e*sin d L cos’ L tangL'+ BO . | c*sin*</ D sin*L 

e*sincni<cos‘L(igLi — tg</L) , . „ . , 

= BO + BO . 7^ 77 — ■ + BO . 7 c*sin'</Lsin’L 

i + tangLlangaD 

e’sinrfLsinLcosL— e’sinÉ^LtgrfLcos’L , 

= BO + BO . J-.- + BO . K*sin*<fL8in*L 

1 4- tang L tang a L * 

= BO 4- BO . e* sin L sin L cos L — BO e* sin rfL tang</L sin*L 

— BO e’sin d L tang d L cos* L 4- BO . * e*sin*t/L sin* L 

= BO 4- BO . «*sinrfLsinLcosL4-';B O . e*sin*ffljsin*L— BOc’sin’cCLcos’L 

= BO 4- BO . e*sin</LsinLcosL 4 -BO . e*sin*dL((sin*L— cos’L) ( 4 1 ) 
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AM— BM 
(AM— BM)* 


AM.BM 


•in*ï AMB 


siu^ AMB 


8o DE LA DÉTERMINATION 
On aura donc 

= AM — BO (i+c*sinrfLsinLcosL + &c.) 

= AM + BO.(i+c*sinrfLsinLcosIj)*— 2AM.BO(i+a*sînrfLsinLcosL) 
I (i +a*sin </LsinLcosL)* a (i -l-e’sinrfLsinLcosL) 


1 — e'sin’L 


1 — e' sin* L' 


( I — e'sin'L) ' ( i — a*»in*L') * 

: 1 + e' sIn'L + e* sin* L 

+ ( 1 + c*sin*L' + e’sin’L') (i+ae*sinrfLsinL cos L) 

— a ( i + e*sin e^L sinLcosL) (i + j c*sra*L + j. | a^sin^ L) 

X ( I + 7 e* sin* L' + j . j e* sin^ L') 

■3 + e' (sin* L + sin* L') + c* ( sin* L + sin* L' ) + a e* sin L sin L cos L’ 

— 3(i+«*sinrfL»inLco»L+ïc“«m*LH-f.^'»iii*Lr)~e’sia‘L'+f.je«siniL'+Je‘sin*Lsin*L’) 
= i é (sin* L + sin* L') — je* sin* L sin* L' 

: zéro , en négligeant les quantités du cinquième ordre. 

A présent 

( I — e* sin* L )* ( 1 — e* sin* L' )’ 


1 + e* sin f/L sin L cos L 4 - e* sin* t/ L ( f sin* L — cos* L) 

: (i — Ÿ c* sin*L' — î*; e* sin* L) (i — j e‘ sin* L' — j a* sin* L') 

X [i — e* sin JL sin L cos L — e* sin* JL (7sin*L — cos’L)] 
si — ; e* (sin*L+ sin*L') — i • ie* (sin*L + sin*L') + j e*sin*Lsin*L' 

— «* sin JL sin L cos L — c* sin* JL ( j sin* L — cos* L) 

:i— f7e*(sin*L+sin‘L— sina JLsinLcosL+sin* JLcosaL) — i e*(sin*L+ .«in*L) 
— e* sin JL sin L cos L — j e*sin* JL ( isin*L — cos'L)— j e*(sin*L) 
s 1 — e*sin*L — 7 e* sin* JL cos 2 L — je* sin* JL (j sin*L — i) 
s 1 — e*«n* L — je*Mn* JL (i — asin*L+}sin*L — 1) 
s I — e*sin*L — 7 e*sin* JL( — jsitfL) 

= 1 — e* sin* L + 7 «*sin* JL sin’ L 
= i — e*sin*L(i — j sin* JL) 

s I — e*siii* L (i — sin* j JL) = i — «*sin*L cos*j JL. 

Or le triangle rectiligne AMB donne 
jÂ“B’— j(AM— BM)* j(AB)* 


AM.BM AM.BM 

7(AB)* 


1 — e* sin* L cos* j JL 

_ J_ 

= jAB(i — e* sin* L cos* 7 J L) * 

s=7 AB (1+7' e* sin*Lco8*7 JL+7.7C*sin‘Lcos‘7 JL) 

= jAB(i+î«’ s'n* L cos* j J L) , 

et 
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et même sinjAMB = 7 AB(i + ie* sin* L) , en rejetant les 
termes du cinquième ordre , ou 

«r=AMB = AB(i+ie* sin* L) + ^ (AB)’ (42) 

ce qui ne diffère pas senâblement de la formule du cit. Legendre , 

qui fait A M B = 

AM 

Nous voilà donc en état d’exprimer l’arc a 6 = A M B en 
fonction de la corde AB, connue par nos triangles ; nous pou- 
vons donc résoudre le triangle sphérique p a b , qui nous don- 
nera la latitude approchée ( L'+ x) du point B./ 

X est connu par la formule (4o); nous aurons donc 
L' = ( L' + ar ) — *. 

Il nous reste maintenant à déterminer la correction (y) d’azi- 
muth. La question se réduit à ceci. 

Le plan b R {fig. a4 ) fait avec le plan 6 M p un angle donné n. FIG. 24. 
Dans le plan bMp on tire une ligne b O, qui forme un angle 
connu OèM, et par èO on mène un plan abO , on demande 
la différence entre l’angle n et l’angle formé par les plans abO 
et bMp. 

Du rayon a b décrivez, i®. l’arc an dans le plan èRj 
2 ®. l’arc nm dans le plan èpj 3*. l’arc am dans le plan a b O. 

Ces trois arcs formeront nn triangle sphérique. 

L’arc a n est connu , ainsi que l’arc rtm et l’angle com- 
pris «. Or 

. sin n 

tang amn = 

done 


sin m n cot na — cos m n cos n 


tang (i8o — amn) ■■ 


sin n 


ou 


tang B = 


cos m n cos n — sin m n cot n a 
sin ( B — jO 


cos * cos (B — y ) — sin » tang j / ’ 
car il est aisé de voir que i8o* — amn est l’azimuth cher- 
ché , n l’azimuth approché , m n la correction x de latitude , 

L 
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et na Fangle que la corde a b fait arec le rayoa de la sphère 
qui nous a servi à calculer ( B — y ) 


tang (B — y) = tang B cos x ■ 


tang B shi ST tang { J* 


eos(B-y) 


tangB — tang (B — y) = tangB ( i — cos x) + 


langBsinxtangj/ 


cos (B — y) 

sin J' = 3 sin* 7 « sin B cos (B — y) + siu B sin x tang j A 
y est donc d’un ordre inférieur à x , qui est déjà si petit j donc 
sans erreur sensible 


sinj' = a sin’ 7 x sin B cos B + sinx sin B tang 7 ^ 

= sin X tang 7 J* sin B + sin* 7 x«in 3 B 
= sin X tang 7 <T sin B + 7 sin* x sin 2 B 
= e* sin (/L cos* L tang 7 /sin B + Je' sin’rfL cos^ Lsin 2 B 
y = e*</Lcos* L tang 7 / sin x — 7 dL sin cos^ L sin a x. 

X est l’azimuth compté du point sud , on x = (180* — B) 
y z= 7 e* / tang / sin X cos X cos'L + 7 e* /*sin i"cos^L sin 2 xcos* x 
X =70* /tang /sin a xcos* L + 76^ /* sin i"cos^Lsina xcos* x. 

Le premier terme équivaut à la formule du cit. Legendre. 
y se peut toujours négliger. 

La formule (4 a) suppose AB exprimé en parties de l’unité, 
qui est le rayon de l’équateur. Pour avoir / en secondes , il faut 
diviser le second membre par R sin 1", R étant le rayon de 
l’équateur en toises. Si dans la formule (a 4 ) on suppose dA 
connu en toises , elle donnera R. Ainsi tous les arcs du méri- 
dien mesurés jusqu’ici donnent autant de moyens de connoître R. 

Il faut seulement supposer l’applatissement connu. Pour mes 
calculs provisoires , j’ai employé à la détermination de R tous ' 
les degrés mesurés en France , et j’m fait le calcul dans les trois 
hypothèses d’applatissemenl les plus ordinaires. Dans l’hypothèse 
trouvé R = 3274887 par un milieu entre onze arcs 
diSerens. Dans celle de , R = 3a73553 ; enfin dans celle 
de tt; , K = 3373379. 

. Je vais rassembler ici toutes les formules que je viens de 
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«lémontrer , et qui ont servi au calcul de la méridienne dans 

le sphéroïde elliptique. 

Soit R le rayon de l’équateur en toises ; 

e l’excentrici té de l’ellipse, en supposant le demi-grand axe— i ; 

K la corde d’un arc terrestre , c’est4 dire un côté de triangle ; 

L la latitude connue d’une extrémité de K ; 

L'ia latitude cherchée de l’autre extrémité ; 

M la longitude connue l , , , , „ , . . -c . 

«</i I • I 1 1 . 1 comptées du sud à 1 ouest de O a ooo ; 

• M la longitude cherchée J 

* l’azimuth connu 1 , . . 

, . , , , . > comptes de meme. 

X 1 azimuih cherche J 

Faites 

L' = L — (/ cos Z -f ï / sin / sin* z tang L) (i + «* cos* L) 

Z — i8o* -h Z — /sin * tang L' — ^ / sin / sin a * 

/ sin Z 


M'= M + 


cos L' 


R sin M* cos L' 


arc du parallèle , ou M' en toises = 

(i — c’sm’L')’ 

</P = différence des parallèles en toises = ( K cos ; / COS z ) 

■f (Kcos^cosx) (tg^/sinztgztgL) — 3 (Kcosî J'cosz)sinî/tgïJ^in*ztg’L 
, ( somme des trois premiers termes )’ ( i — e* sin* L ) 

+ g j|-. 

( K cos 7 / cos *) tang z dz mi i". 

Pour abréger le calcul , j’ai construit plusieurs tables. La 

première me donnoit log ^ j , qu’il sufSsoit d’ajou- 

ter à log. K pour avoir log. /; la deuxième et la troisième don- 
noient le petit terme 7 / sin / sin* c tang L ; la quatrième , la 
correction d’applatissement pour L; la cinquième, le dernier 
terme de la valeur de z'; enfin la dernière servoit à trouver 
l’avant-dernier terme de la différence des parallèles en toises. 

J’ai appliqué successivement tontes ces formules à tous les 

L a 
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«ignanx de Dankerqne â Montjouy : lou* le» L' , z' , M' et dV 
étoient déterminé» par deux calcul» , et d’après deux signaux 
difTérens ; en sorte qu’à chaque pas on avoit une vérification , 
d’après laquelle on pouvoit continuer avec sécurité. On pouvoit 
ainsi comparer entr’eux les azimuths observés à W atten , Bourges , 
Carcassonne et Montjouy ; comparaison qui n’est guère moins 
importante que celle des deux bases. 

Les latitudes observées à Paris , Evaux et Carcassonne , sans 
parler de celles de Dunkerque et Montjouy , fournissent encore 
des vérifications du plus grand intérêt. On voit en efifet que si 
l’on ne fait pas pour l’applatissement une supposition exacte y 
on ne connoîtra bien ni e, ni R , ni <T, ni L', ni z. Oil verra 
donc , par le plus ou moins d’accord des L' calculés avec les 
latitudes observées , si l’on a bien supposé. Il est à remarquer 
que l’incertitude ne s’étend pas sur les <^P « ou l’arc du méri- 
dien. En el&t , le seul terme important de la valeur de rfP est 
le premier : or il ne renferme que le cosinus de j /j pour tou» 
les autres termes , on n’a besoin , vu leur petitesse , que de con- 
noître à-peu-près «l*, z elL. z ne peut influer que sur le premier 
terme J mais si, par l’erreur de r, un dV est trop foible, le 
suivant sera trop fort ; en sorte qu’il s’établit une compensation . 
nécessaire , et presque entière. Soient en effet z , z' , z" , z'", &e. 
les azimuths qui servent à calculer les d P successifs f on a 
z' = t8o* •+■ z ; z’ = i8o* -P z' , z'" = i8o" + z" &c. 

Ainsi les cosinus de z ont successivement les signes + et — • 

J’aurois pu , dans les expressions de z' et de M' , éliminer L', 
et n’employer que L ; mais les formules seroient devenues moins 
simples , et même moins exactes. 

L’avantage de toutes ces formules, est de n’exiger aucune 
figure , aucune attention , si ce n’est celle qu’on doit aux signes 
algébriques des sinus et tangentes. Cette seule règle conduit le 
calculateur d’une manière aussi sûre que facile et commode. 

La formule par laquelle je détermine la différence des parallèle» 
en toises , a pourtant un inconvénient que je ne prétends point 
dissimuler , et le voici. Elle suppose qu’on ait calculé d’avance 
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les latitudes de tous les signaux , et leurs azimuths sur l’horizon 
l’un de l’autre. Ces calculs sont assez longs ; mais ils ne sont 
pas sans intérêt. D’abord , pour les latitudes et les longitudes , 
elles sont un des résultats les plus intéressans de l’opération , et 
il ne seroit pas permis de les omettre pour les clochers ou 
signaux placés dans quelque ville ou sur quelque montagne 
célèbre. Quant aux azimuths , sans être tout-à-fait aussi irapor- 
tans , ils ne paroîtront pas non plus absolument inutiles , et les 
auteurs de la Méridienne vérifiée les ont rapportés dans leur 
ouvrage , quoique leur méthode de calcul ne pût leur donner 
ces angles qu’à plusieurs minutes près. Je ne me serois donc 
pas dispensé de ce travail , quand même il n’auroit pas été né- 
cessaire dans ma méthode pour déterminer l’arc du méridien. 
Ainsi cette objection me paroît légère. 

La méthode que le cit. Legendre a donnée dans les Mémoires 
de 1787 , et qu’il vient tout nouvellement de recommander 
encore aux géomètres , a l’avantage de n’exiger que la connois- 
sance des côtés et des ongles des triangles avec un seul azimuth. 
Cet avantage est précieux ; mais il est acheté par des inconvé- 
niens assez graves. 

Premièrement , les vérifications sont rares et difficiles , sur- 
tout dans les endroits où elles sont nécessaires; de sorte qu’une 
faute commise au commencement du calcul , et dont on ne se 
seroit pas apperçu faute de mo}'ens de vérification , affecteroit 
toute la suite de l'opération. £h ! qui peut s'assurer de ne pas se 
tromper dans le calcul de plus de cent triangles , tous enchaînés 
les uns aux autres ? 

Je suppose qu’on ait calculé la partie AM de la méridienne , 
voyez ci-dessus, pag. 3 du Mémoire du cit. Legendre, on 
pourra la vérifier en la décomposant , et en calculant d’abord 
la partie comprise dans le triangle ABC, et ensuite celle qui 
est comprise dans le triangle B C M. Mais quand on aura calculé 
la partie M O , la vérification sera -t- elle bien commode ? Ne 
peut-il pas arriver que le triangle M F O soit très-obtus en F , et 
très-aigu en M , qu’une très-petite base opposée à un angle 
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très-aigu serve à conclure un côté considérablement pins grand? 
Dans ce CBS, pourra- t-on espérer quelque précision? Qu’on 
ait , par exemple , un angle de g* ; un dixième de seconde 
donnera i 53 parties de variation dans le log. sinus. Il faudra 
donc tout calculer en centièmes de secondes : alors la méthode 
ne perdra-t-elle pas beaucoup de sa simplicité et de sa brièveté ? 
Autre inconvénient; après avoir calculé les lignes CM et CD,- 
et trouvé leurs logarithmes , il faut passer aux nombres pour 
conclure la différence DM, et chercher le logarithme de D M. 

t. 

On ne peut répondre de 0,001 , ni sur C D ni sur C M : ainsi DM 

I. 

pourroit être en erreur de 0,002. 

Je ne nierai pas qu’avec un peu d’adresse, et en imaginant 
de nouvelles constructions â chaque cas embarrassant qui se 
présente, on ne puisse atténuer beaucoup les erreurs; mais 
cette recherclie même est pénible. 

Dans ma méthode , au contraire , on n’emploie que les loga- 
rithmes des côtés ; on n’a aucun besoin des nombres : presque 
jamais je n’emploie que des sinus d’angles au-dessus de 6 u* , et 
4 ils varient peu. Je n’ai qu’un nombre â chercher , qui demande 
quelque soin , c’est celui du terme K cos 1 cos 2 ; et quand je 
m’y tromperois de quelques millièmes de toises , Éerreur se 
borneroitàce terme, et n’auroit aucune influence sur les cal- 
culs suivans. 

Voilà les raisons qui m’ont engagé à chercher des méthodes 
nouvelles. J’eh avois trouvé plusieurs ; je n’ai donné ci-ilessua 
que celle qui m’a paru la plus simple. J’en avois employé deux 
dans tous les calculs entre Dunkerque et Orléans ; mais les trou- 
vant par-tout d’accord , je m’en suis tenu à la plus facile , d’au- 
tant plus qu’elle portoit avec elle sa vérification; et voici en 
quoi elle consiste. La différence des parallèles de A et D se 
F 1 G>;;. 3 . compose des distances entre A et B , B et D d’un côté; mais on 
peut la trouver également en prenant la somme des distances 
entre les parallèles de A et C, C et D; on peut aller directe- 
ment de D en F , ou de D en E , et puis de E en F; et c’est 
ainsi que j’en al usé par- tout. 


Digitizgd by Google 


D’UN ARC DU MÉRIDIEN. 87 

Au reste , malgré les objections auxquelles la méthode que je 
viens d’examiner me paroit sujette en quelques circonstances , 
;e n’ai pas laissé de l’employer aussi pour confirmer les résultats 
de mes autres calculs. De Dunkerque à Orléans , sur un arc 

de 179,000 environ , la différence étoit à peine de 0,1 , quoique 
je n’eusse calculé qu’en dixièmes de secondes. 11 est vrai que 
jusques-là je n’arois rencontré aucun de ces cas embarrassans ^ 
mais ils se sont accumulés entre Orléans et Bourges ; et alors 

t. t. 

surnn arc de 235^515, la difFérence étoit de 0|55, c’est-à-dire 

de ~ 45o ooo * > ossez peu important. 

On a reproché à ma méthode la longueur du calcul que 
nécessite la réduction des angles sphériques aux angles des 
cordes; on a en effet trois calculs à faire pour chaque triangle. 
Dans l’autre méthode , on n’en a que deux ; mais , dans la 
mienne , on est dispensé du soin de construire une figure , et cela 
fait au moins compensation ; et l’on a en outre incomparable' 
ment moins de logarithmes à chercher péniblement dans les 
tables. 

Dans ma méthode , il est beaucoup plus facile de déterminer 
et de corriger l’erreur produite sur la longueur de la méridienne , 
par une petite erreur sur l’azimuth primitif. 

J’ai dit que la méthode anciennement employée pour compa- 
rer les azimuths observés aux deux extrémités d’une chaîne de 
triangles, étoit défectueuse. On snpposoit tous les méridiens 
parallèles, et on ne calculoit la convergence que pour la dernière 
station. Aussi trouvoit-on des erreurs assez graves. Boscowich , 
dans son Voyage , pag. 147 , trouvoil 88" de diffé- 

rence entre l’azimuth observé à Ilimini et l’azimuth calculé 
d’après celui de Rome, c’est-à-dire à l’autre extrémité d’un 
arc de a* 10'. En recommençant le calcul par ma méthode , j’ai 
réduit l’erreur à a4". A la page 3a3 du même ouvrage , Boscowich 
se donne beaucoup de peine pour expliquer par les observations 
l’erreur qui ne vient que du calcul. En vérifiant de même les 
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AC = 


azimulhs de la Méridienne vérifiée depuis Dunkerque jusqu’à 
Perpignan , j’ai considérablement diminué les erreurs qu’on 
avoit trouvées en 1740, et il ne restoit plus guère que cellea 
qu’on peut raisonnablement attribuer aux observations. 

L’opération faite en 1787 pour la jonction des Observatoires 
de Paris et de Greenwich , est la première , que je sache , dans 
laquelle on ait fait attention à l’excès sphérique des trois angles 
sur 180°. Auparavant , cet excès restoit confondu avec les 
erreurs des observations ; et quand on répartissoit les erreurs 
également sur les trois angles , on se conformoit d’avance , et 
sans le savoir , au théorème du cit. Legendre. On sentoit bien 
que , dans des triangles dont les côtés ne sont que de quelques 
minutes , l’erreur ne pouvoit être bien considérable j mais per- 
sonne n’avoit donné de formule pour évaluer cette erreur. C’est 
en lâchant de le faire que j’ai vérifié de la manière suivante le 
théorème curieux du cit. Legendre, que je n’avois pu me démon- 
trer directement. 

L’excès sphérique a pour expression 
t AB.AC.sin A = i BC. AC.sin C = j BC. AB.sin B. 

En répartissant cet excès par égale portion sur les trois angles i 
on employoit, au lieu de A, l’angle (A — j AB. AC.sin A) ; 
au lieu de B , l’angle ( B — j B A. B C. sin B ). On faisoit donc 

BCsin(B — ^BA.BC.sinB) BC sin B — BCcosB.^BA.BC.sinB 

sin(À — ^ÀB. AC sin A) sin A 

BCsinB /BCsinB 


cos A.-j AB. AC.sinA 


it^sinn /Ut^sinüN 

— ^ ^ j BC cos B.BA.f — . — ; — 1 
sm A k sin A / 


1 AB. AC. cos A 

(» — j BA.BC.cosB) (1 -h |AB.AC.cos A) 


B C sin B 
sin A 

: B — AB.BC.cosB + ^.^B.AC.cosA) 

B C sin B , 

’ — sïuÂ — + ïAB(AC cos A — BC cos B ) ]. 

Or, dans le triangle ABC, imagines la perpendiculaire CD 

abaissée 
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abaissée sur le côté AD , AC cos A — B C cos B sera la 'diffé- 
rence des segmens de la base AB, et cette différence 

(AC + BC) (AC — BC) , . 

= : donc on faisoit 

AB 

= ^ [i + -'(AC +BC) (AC-BC)] 

^ BCsinB (ÂC— BC')] 

sinA ^ ‘ . 


B C sin B 


+ iACCAC*— BC’) 


sin A ‘ • 


AC — |AC’= ^ - ” - — i AC.BC! 

«in A • 

_BCsinB ,BC!sinB_(BC — ïBC’)sinB 

sin A ‘ sin A sin A ' 

, , sin B C sin B ,,, . , 

c est-a-dire sin AC = r- , ou l equation que donne 


le triangle sphérique. 

Dans les transformations successives que nous avons fait 
subir à notre équation primitive , nous n’avons négligé que des 
termes, comme ÿj ( AB . AC. sin A)* , et d’autres pareils ou 
plus petits encore : ainsi le théorème a toute l’exactitude qu’on 
peut desirer dans la pratique. 

On peut donc remarquer , d’après ce qu’on vient de lire , 
qu’on peut , dans la résolution des triangles , suivre en tout la 
méthode vulgaire , toutes les fois qu’il s’agit simplement de 
calculer la longueur des côtés. En effet , l’excès sphérique n’est 
plus alors qu’un objet de curiosité qui peut faire juger de l’exac- 
titude des observations. Mais l’excès sphérique étant renfermé 
dans des limites assez étroites , on peut avoir une idée exacte 
de la précision obtenue , sans faire ce petit calcul. Dans notre 

M 
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méridienne , par exemple , l’excès sphérique n’a jamais été 
au-dessous de o ",3 ni au-Jessns de 4 ", i . Ainsi , en considérant la 
carte des triangles , on estimeroit à i" près l’excès sphérique , 
et l’on sauroit par conséquent avec la même précision quelle 
est l’erreur des observations sur la somme des trois angles. 

On pourroit donc se dispenser de connoître l’excès sphérique 
pour les triangles principaux , s’ils étoient les seuls qu’on eût 
à calculer. Mais il n’en est pas de même des triangles , dans les- 
quels les premiers sont décomposés par la méridienne qui les 
traverse. Dans ces triangles partiels , ou connoît ordinairement 
un côté et deux angles ; d’où l’on conclut le troisième en com- 
plétant les 180°. Aucun des angles ainsi formés n’est à sa valeur 
véritable. C’est alors que le théorème du cit. Legendre devient 
indispensable, si l’on veut calculer avec exactitude ces triangles 
partiels , et la partie de la méridienne renfermée dans chacun 
d’eux. Quand les triangles partiels ont très - peu de surface , 
l’excès sphérique est insensible ; et c’est encore ce qu’on avoit 
pressenti dans l’ancienne méthode. Par exemple , dans la Md- 
ridienne vérifiée , on voit que , pour déterminer l’arc du méri- 
dien , on choisissoit de préférence les côtés les plus voisins de 
la méridienne , et ceux qui formolent avec elle des angles fort 
aigus. Dans ce cas , les triangles rectangles formés par les côtés 
des triangles primitifs et les perpendiculaires abaissées de chaque 
signal sur la méridienne , avoient fort peu de surface , et l’on 
pouvolt , sans erreur sensible , les traiter comme rectilignes , 
en négligeant même l’excès sphérique. Cependant, comme il 
étoit impossible dans la pratique que tous les côtés nécessaires 
eussent , par rapport au méridien , une position aussi favorable , 
il en résultoit des erreurs qu’on évite sûrement en employant 
la méthode du cit. Legendre , ou celle que j’ai donnée ci- 
dessus. 

11 seroit très-embarrassant de déterminer ces erreurs à priori ; 
pour les connoître par expérience , j’ai calculé l’arc entre 
Dunkerque et Rarcelonne par ma formule et par l’ancienne 
méthode. L’erreur de celle-ci étoit de 8 mètres sur 1100000, 
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ou de — ; entre Dunkerque et Bourges , l’erreur étoit 

â-peu-près dans la même proportion avec la longueur de l’arc. 
J’avouerai que je m’atlendois à des erreurs plus graves. 

ITauteurs des Sommets des Triangles au-dessus du niveau 
de la Mer, et moyens pour déterminer la Réfraction 
terrestre. 

Soit {Jig. a5.) C le centre de la terre , A et B deux signaux, FIG. o5. 
Z. 4 B l’angle entre le zénith du signal A et le sommet du si- 
gnal B , y B A l’angle entre le zénith du signal B et le sommet 
du signal A 

ZAB = i8 o*— BAC 
VBA= i 8 o”— ABC 

Z AB + VB A=36o*— (BAC + ABC)=36o"— ( i8o*— C)= 1 80» + C. 

Ainsi la somme des denx distances au zénith , observées réci- 
proquement aux denx signaux, devroit surpasser i3o* d’une 
quantité égale à l’angle C , c’est-à-dire à l’arc de grand cercle 
mené d’un signal à l’antre sur la surface de la terre réputée 
sphérique. 

Pour que cette équation fût vraie , il fandroit dans les deux 
observations placer le centre du cercle au sommet même du 
signal où l’on observe ; et c’est ce qui n’a jamais lieu dans la pra- 
tique. Le cercle est toujours au-dessous des sommets A et B 
d’une quantité que j’ai nommée et qui se trouve parmi 

les observations dans la préface de chacune des stations. • 

Le cercle étant donc placé en a , au lieu d’être en A , On a 
réellement obsen'é Z aB , au lieu de Z A B. La distance obser- 
vée est plus petite que celle qu’on auroit observée au sommet A ; 
et pour la réduire au sommet , il faut y ajouter l’angle 

ABo = ZAB — ZoB. 

M X 
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Or , suivant la formule donnée ci - dessus , page 3a , le 
triangle AsB donne • 

/'AovsiuAaB ./Ao\* sinaAaB 
ABa = (— 5 -) — : — — + K— E-) 

V fl B / sin 1 \ a B Z 


SIU 1 


sin 3 A a B , . „ 
-_+ &c. 


stn I 

SoitA = AoB = dist. zén. observée , Aa = rfH, oB=D, 
ABa = (/ A , 

, ✓ flH \ sin iS . / rf H sin a A ’ 

= ( -r,-) — - + î C-rr ) — ~ + 

Cette série est extrêmement convergente, à cause de la peti- 
tesse de la fraction toujours s’en tenir 

' au premier terme , d’autant plus que le second a pour facteur 
sin a A, qui diffère très-peu de sin 180°, lequel = o. 

On fera donc 

. sin A 

A = . 

D sin 1" 

Cette formule suppose que l’on connoît D = a B , c’est-à-dire 
la distance rectiligne du cercle a au sommet du signal B ; au 
lien que le calcul des triangles donne la corde de l’angle C pour 
nne sphère dont le rayon est la distance de l’horizon de la mer 
au centre de la terre j et cette corde est plus courte que la 
distance a B. Pour évaluer l’erreur , soit K la corde connue , et 
D = K -f- * } on a donc 

JH sin A /r/H\ sin a JH sin a/ x \ 

=“K+r= (.-r) ~ = — r-v-K + k -*“•) 

■+IJ 

Soit R le rayon de la terre au niveau de la mer , R -|- J R la 
Ugne menée du centre de la terre au sommet du signal , 

R -1- JR:R:;D:K; 

d’où 

K. JR 


Ja 


D— K = 


R 


= X. 
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Donc i 

■K. K 

c/H sin A , 


d& 


iA/ É?R / a it \‘ - \ 

TT+C-ir)-'*') 


rfR 


K sin 
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Dans le cas le plus défavorable que j’aie rencontré, le second 
terme ne passoit pas o",oi 5 ; on peut donc le négliger. 

Les distances au zénith , corrigées de cette manière , satisfe- 
roient à la règle ci-dessus , et l’un auroit 

A + rfn -i- A'-i- £?a'= i8o'+ C. 

Soit pour abréger J = ^ + d s et J^=A'-f-r/A'jon auroit 
donc 

J' + S''= 180“ + C. 

Mais la réfraction terrestre élève tous les objets. L’objet A se 
voit en A', et B en B'. Nous avons par l’observation corrigée, 
comme il vient d’être dit, ZAB'= et VBA'= J''. Soient 
r et r' les réfractions terrestres 


ZAB = ZAB'+ BAB'=/+ r 
VBA = VB.V-l- ABA'=/'+ /} 

donc 

ZAB + VBA = ^-|- /• + i'+ r'= i8o- + C: 

d’où 

r + r'= i 8 o‘— (S' + J') + Ci 
et si l’on suppose r = r' , comme on est encore obligé de le 
faire 

»•= 9°*- T (■''+<''') + 7 C = i C — + •f'— «80”). 

11 existe un rapport à-peu-près constant entre r et C. Pour le 
trouver par les observations , on aura 

r 1 c — iSo") 

C “ C 

Z A B = J* + r = J' + 90“— i J’'+iC = 90»-f-iC+ f (J— /') 
V B A = Z' + r'= - 1 - 90» — i i J^+tC = 90” -t-iC— ^ 

Pour trouver la différence de niveau entre deux signaux , 
c’est-à-dire la différence des distances AC, BC,des signaux 
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FiO. ;’6. A B au centre de la terre réputée sphérique , soit {fig. 26) 
C B' = C A ; B B' sera la dilTérence de niveau. Menons la 
corde AB'. Nous savons que ZAB = r, etB'AC^sgo" — } 
donc 

B AB'= 1 80”— Z AB -B'AC= 1 8o*— r— go" + { i C— (/+ r) 
.ABB'=AB'C— BAB'=9 o'— iC— 90”— fC+(/+r) = 4 '+r— C. 

Or le triangle B A B' donne 

AB' sin B AB' K sin ( go* 4 'tC — J' — r) 

sin (<f + r — C ) 


BB'= 


sin A B B' 

Ksin(>8o* — 90* — vC+<T+r)*_ K sin (90° — jC + J'+r) 

sin(/+r — C) sin(J' + r — C) 

KcosCjC — t — r) KcosfJ' + r' — jC) 


ou 

rfN = 


sin ( J' + r — C) 
K cos (^+r— -xC) 


sin (J'+ r — C) 

K cos (^ + r — xC) 


sin((T+r— xC— xC) sin(Afr-xC)cosxO-cos(^+r-xC)sinjC 

Kcot(/+r — xC) sec x C 

I — lang X C cot ( J* + r x C ) 

^ ^ C~ '~ ^ T C. cot ( + r — ^ C ) + &c. ] 

Le premier terme sufEra le plus souvent. 

On aura une expression plus commode en éliminant r 

ZAB= 90° + iC + i{J' — n 

B A C = i 8 o* — ZAB = go*— ^ C— ^ (S'—i'') = 90*— xC+i(J''— 
B'AC= go*— iC 
BAB'=BAC — B'AC=i (J'— J') 

B'B A= i8o*— VBA= 90* — ^ C — ^ (^— J') ; 

co.:('-'+q 

K sin^Ç.r'— J' ) 

cosx (J'' — cos X O — sin — I') sin x C 

Ktangx(£^ — 4')secxC 

" I — tangiCtangx(^'— <<') 

- = ^ ' ' cos ^ 
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série dont le premier terme snlTira le pins souvent , et dans 
laquelle on pourroit même supposer cos ; C i . De la formule 
exacte on tire 


</N — <iN langîCtangi(/'' — <f) = K tang| (J'' — /)secj C 
rfN = Ksec7C tangï ( ^ — <*') + «IN tang jCtangï(J'' — <f'), 
et enfin 




rfN 


Rsec^C + rfN tangjC 
cos j C 


rfN cos 7 C 
K + rfN siu ï C 


1 + ^ sin j C 


Si nous comparons terme à terme cette équation à celle qui 
nous a donné ci-dessus la surface du triangle sphérique , c’est- 
à-dire à 


tangy = 


m sin A 
I -h m cos A * 


nous en tirerons ;K = î (<*'' — > cos v C = sin A 

sin 7 C = cos A ; d’où A = go* — j C. Or nous avons vu que la 
valeur de y pouvoit s’exprimer pour la sérié suivante 


= m sin A — • j m* sin a A -}■ ÿ m’ sin 3 A — &c. 

donc 



série dont le premier terme suffira presque toujours. Dans ce cas 
rfN.costC rfNcosjC ^ 


g6 DE LA DÉTERMINATION . 

ou bien en conservant le second terme , qui suffira toujours , 

^ WsiniV ’Ullsmic) siu i"' 

/ v rfN N cot 7 C , ✓ rf N \ * sin 7 C cos 7 C 

V R V sin i" ’VaRsiniC/ sin i* 


rfN N cot 7 C 

' R X bin i" 

_ cotiC /7dWv 

V R / sim" R 


✓ 7 rfN \* sin 7 C cos 7 C 

V R ^ sin’iCsini" 
irfNV cotiC 


sm 1 


cot^C 

L ^ R V R / J sin 1" ■ 

Ainsi , connoissant dhl et K ou 7 C, on calculeroit 7 (<^' — «f) ; 
et si l’on observoit <T ou , on en concluroit 
;>), ou / = </''— 

mais fl est plus facile d’observer J' et J'’ que de mesurer dN. 

On voit donc comment on pourra trouver l’élévation de tous 
les signaux par rapport à un même horizon , par exemple , celui 
de la mer. Ainsi , dans l’opération de la méridienne , on connois- 
soit la hauteur de la tour de Dunkerque au-dessus de la mer. 
Le calcul fait sur l’une des formules précédentes , donnoit 
l’élévation des deux signaux voisins au-dessus de la tour de 
Dunkerque. Connoissant ainsi l’élévation des tours de Casscl et 
de W atten au - dessus de celle de Dunkerque , on en avoit 
la hauteur au-dessus de la mer , en ajoutant à ces élévations 
celle de la tour de Dunkerque au-dessus du même niveau. 
Ainsi soit A la hauteur de la tour de Dunkerque au-dessus du 
niveau de la mer, c?N et dN' les différences de niveau entro 
Dunkerque et Cassel , Dunkerque et Watten. 

La hauteur de Cassel au-dessus de la mer étoit A -f d N , et 
la hauteur de Watten A + dN'. 

La hauteur du signal suivant , qui étoit celui de Fiefs , pou- 
voit se déterminer par Watten ou par Cassel j les deux calculs 
se vérifioient mutuellement , et s’il y avoit une différence , on 
pouvoit prendre le milieu- 

C’est 
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C’est ainsi qu’en supposant la terre sphérique , on pourroit 
déterminer les difiérences de nireau pour les sommets d’une 
longue suite de triangles. 

En retranchant de ces hauteurs la longueur du signal , on auroit 
l’élévation du sol an dessus du niveau de la mer. 

Remarquons que dans ces formules , J' est la distance observée 
an lieu dont on connoît l’élévation , et ^ la distance observée nu 
lieu dont on cherche l’élévation. Si f/N est additif; si 

< J', rfN est soustractif. 

Il peut arriver qu'on n’ait point observé mais seulement 
et qu’on ait besoin de dN. Dans ce cas , il faut éliminer J' de la 
formule 

rfN = J. J J i c . col + r - i c ) + &c.] 

co s J U 


Or ^ = 180° — + C — ar; donc 

/+ r — fC = i8o” — J''+ C — ar+r — iC 
, = 180" — iC— r; 

donc 

rfN = >^^°t(i8o»-.r-t-tC-r ) +tgiCcot(.8o*-/'+iC-r)+&c.] 
cos - L. 

= - ^ [i- tang i C cot (J''+ r-^ C) + &c.] 

COS ■J’ V 

Mais r = n C , n étant un facteur constant dont nous allons 
bientôt nous occuper. Ainsi 
Kcot[J’-q-n)C] , 


</N = - 


[i — tangue cot (/'— ( i— « ) C )3 


C0S7C 

C’est par celte formule qu’à l’aide des signaux de Melon , 
Lieusaint et Mal voisine , dont je connoissois les hauteurs au-des- 
sus de la mer , j’ai déterminé l’élévation au-dessus de la mer , 
pour le point où la base de Melun faisoit un coude. 

Si l’on connoît J' , alors en mettant n C pour r dans la formule , 
on a 

dN=+.— [« +tangiCcot(^-a-n)C)]. 


N 
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Si l’on apperçoit l’horiïon de la mer d’un lieu où l’on observe , 
on peut immédiatement en conclure la hauteur de ce lieu au- 
dessus de la mer ; il suffit de mesurer l’angle entre le sénith et 
l’horizon de la mer, 

l'IG. iC. Soit A l’horizon de la mer, et B le point dont on cherche la 
hauteur j prenez C B' = C A , B B' sera la hauteur cherchée. 
L’angle A est droit ; ainsi 

BB'=AC secC— AC=AC(secC— I )=AC tgC Igi C = RtgC 
mais 

€ = 90’— B = go’— (i8o°— VBA) =90*— i8o“ + J =/— go*} 
donc 

BB' = RlangC/— go*) tang^/— go" ). 

Cette équation seroit exacte sans la réfraction qui élève 
l’horizon de la mer, ainsi que tous les objets terrestres. Ainsi, 
BU lien |de J' , il faut mettre dans la formule <T + r , r étant 
la réfraction } donc 

B B' = R tang (J'+ r — go") tang f (/+ r — go") : 

mais 

r=nC~n (tang C— J tang’C) =n [tg(J'— 90") — | tg’(J'— go") ]} 
donc 

BB'=Rtang -<'-9o*+(^,)tg(J'-90”)^ «gT||^o" + ^^tg(/'-go")J 

= R tang [J' — go"+n(/ — 90")] tang 7 [/ — 9o*+n(^' — 90*)] 

= 7 R tang* [J'— go" + » (<T— 90°) 1 
= i R tang* [ (1 + n) (J'_ go")] 

élévation au-dessus de la mer = j (1 + n)’ R tang* (<T — go"). 

A présent 

r iC— H‘»'+ J''— 180") 

”“C C 

On voit donc que , pour déterminer n , il suffit d’avoir observé 
les distances au zénith réciproques J' et de deux lieux dont 
la distance soit connue , et que j’ai pu avoir autant de détermi- 
nations de n qu’il y, a de côtés dans la suite de mes triangles, 
depuis Dunkerque jusqu’à Rodez. „ 
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n varie suivant l’état de l’atmosphère. Mon dessein n'est 
point d’entrer ici dans le détail de mes observations , et je me 
contenterai de dire qu’en été n m’a paru d’environ 0,075 } en ' 
automne et au printemps, de 0,08 ; en hiver, de 0,09 à 0,10. Ou 
peut supposer 0,08 le plus souvent. 


Différence de Niveau sur le Sphéroïde. 


Si la terre étoit sphérique , deux objets seroient de niveau 
s’ils étoient dans une même surface sphérique qui auroit pour 
centre le centre même de la terre , quel que fut d’ailleurs le 
rayon de cette surface. 

Si la terre est un ellipsoïde, deux objets seront de niveau 
quand ils seront à la surface de l’ellipsoïde aqueux , ou à la 
surface d’un ellipsoïde semblable et concentrique au premier , 
et d’un rayon quelconque. 

Dans la^^. s 3 , la distance de n an zénith de A est 180° — M.lBj FIG. a 3 . 
mais la distance de A au zénith de B est 
i8o" — O B A = 180”— (MB A— MBO) = i8o* — (MBA — u). 

OBA a pour mesure l’arc am, fig. ai. Or • FIG. ai. 

cos am — cos n sin a n sin m n + cos a n cos m n ; 
donc cosOBA ou cos (MBA — m) ou 
cosMBA cos U + sin MBA sin u=cosBsin MBA siav + cosMB Acos«; 
d’oû 


sin U = 


— sin a: sin MB A cos Z 4- cos MBA cos* — cos MBA cos« 


sin M B A 

= — sin * cosz + cot MBA(cosx — cosw) , 


ou sans erreur sensible 


n = ~sin X cosz = — e*d'Lcos*Lcosz= + e* AMBcos'L cos’x 
= + e* M cos* L cos* z. 

Soient 

J' = i8o* — MAB, /'= i8o*— OBA , 

/"= i8o* — MBA=i8o*— (OBA+«)=i8o°— OB.V— « 
f — U ■= f — e*M cos* L cos* x. 

N a 
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Four ériter la confusion , j’appelle ici M l’angle AMB , que j’ai 
désigné par la lettre dans les formules des pag. 8 1, 83 et 83. Oa 
aura 

/ + r= 36o*— MAB— MBA= 36o*— ( 1 8o*— M ) = 1 8o* + M. 
Sans la réfraction terrestre , cette équation auroit toujours lieu 
sur l’ellipsoïde -, et elle ne difière de l’équation dans la sphère 
que par la correction très-légère qu’il faut appliquer à la dis- 
tance observée <f' pour avoir /" , et par la valeur de M , qui , 
pour une même corde A B , change de valeur suivant la latitude. 
Koyet la formule (éa). Mais , à cause de la réfraction terrestre^ 
on aura 

X* -p 4" a r = 180* 4" M 

r =iM — i(J'4-^'— i 8o*) 
r ±M — ' 8o’) 

M “ M 

Ces trois équations , qui sont données par les angles formés 
extérieurement à la corde AB par le prolongement des côtés 
M A et MB , et qui ne supposent pas l’égalité de ces côtés , sont 
analogues à celles que donne la sphère. On peut le vérifier sur 
la figure a5 , en lisant M dans cette fignre au lieu de C. Avec 
ce changement , la figure a5 va nous servir dans ce qui nous 
reste à dire sur la différence de niveau. 

Nons aurons encore , comme dans la sphère ^ 

Z AB = 4- r= / 4- ; M— i J— i ^ 4- 90’'= 90* 4 -tM— i (J'"— i) 
VBA^/” 4- 4--:M— i J'— K'4-9o'= 90’ 4- r M 4- î (<f"— J'). 

Dans la sphère , quand deux objets sont de niveau , leurs 
distances au sommet de l’angle C , c’est-à-dire au centre de la 
sphère , sont égales j dans l’ellipsoïde , au contraire , l’angle M 
n’est pas au centre de la terre , et les distances au centre , ainsi 
que les distances au sommet M , sont inégales , à moins que les 
deux objets ne soient sur le même parallèle ; et cette inégalité 
rend moins simple et moins aisée la détermination des diffï- 
rences de niveau. Cette même inégalité entraîne à sa suite celles 
des angles MAB et MBA lorsque les deux objets sout dans une 
même surface ellipsoïde. 
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Soit ^ j (MBA — MAB) , nous aurons 

(AM — BM) cotiM 


2 AM 
AM — BM 


lUl 


sans erreur sensible , 
AM— BM AM — BM 


r.Taja 


aAMtangjM sAMsin^M 


AB 


et 


y = 


AM— B M 
AB sin i* ' 


MAB=go“— jM— MBA^go*^ — 


Supposons maintenant que le signal , au lieu d’être en B FIG. a5. 
a5 ) à la surface de l’ellipsoïde , et par conséquent de 
niveau avec A , soit en b' au-dessus de la surface , B b' sera la 
différence de niveau , ou B &' = tïN. On aura 

BAA'=i8o'’— ZAi— BAM= i8o»— (;'-fr) — go*-f- ^M -b y 

= 90*— (-<'+ »■) + tM +y 

Ai'B = ABM— BAi' = go°— iM-f-j' — 9 o*-f- (/+/•) — 

= (^-t-r — M). 

Le triangle B A 4' donne B A' = ^ , ou 

, sm A O B 

_ Ksinfeo"— (J'-|-/-)-h^M-Py] _ Kcos(J‘-Pr— ^M —y) 
sin (J'+r — M) sin(i'-f-r — MJ 

Kcos(J'+r — jM-Hy) K cos (/-p r — j M —^y) 

, sia(J'+r — ïM— J' — iM-f-y) sin[/-pr — jM— jr— (JM— y) J 

K cos (X-f-r— jM — y) 

sin(X-Pr — iM— y)cos(ïM— >)— cos(X+r — ÎM— yJsinGM— y) 

* — cot (x+r— iM— y) tang j (M— y) 

= (^SÏT^) cot(X-P,— JM-y) [i -PtgaM-y)cot(X+ r-4M-:y) ] . 
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Si l’on veut que la formule dépende de •f'", on sabstiluera â 
(<P) sa valeur i 8 o” + M — (^'+ a r) , et l’on aura 
Kcos( 1 So-'+M -r-a r+r— ^ Kco?(|M-r-r-^) 

* sin(i8o°+M — J'" — ir+r — M) sin( — <T" — r) 

Kcos(/"+r — îM+v) K cos (/'' 4 -r — îM+^) 

sin(/"+r) sin(/+r — jM+>+jM— y) 

Kcos[r+r-gM- j^)] 

ein [J'+ r— (îM— y)] cos (;M— >) + cos [J'+ r— (ïM-y)]sin(;M_y) 

= _(_^_)col[r+r-(iM-y^)] [i+tgaM-j^)]cot[r+r_aM-y^)]. 

Eliminons r en mettant sa valeur r = f M — ^ ^ — ï ^' + 90’ î 
nous aurons 

Kcos(/+iM— i‘^'+t)o*— iM— y) K cos(i/'— j^+go*) 

sin(^'+iM— iJ'— ir+go‘— M) sin(iX_ir— iM+go") 

_ K sin (go*— ^ J + K" +.y— 90’ ) ^ K sin [-;(/*— .r)+y 1 ^ 
“sin(i 8 o-— gi'+ir+^M— go‘) «n [go»— ;(J'— + 

Ksin[i(r— /)+,v] _ Ks.n(— ^+y) 

~ cos i (l— r— AI) cos i (r— !■ + M) 

Ksin^ — K sin ^ ^ h yj 

“ , S'" C / r' / 7 

cos(— — + îM) cos(— ^ + >)) 



cos^^^-^+y^ cos (gM— j)— sin ^ sin (jM— y) 

y K V y/"— J' , V 

( cosGM - y) -) 

■ //■" J' N ’ 

1 — tang (iM —y) tang ^ — ~ + y J 
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d’où l’on tire , en opérant comme page g 5 , 
i (r-f) +y= (^) cos (iM-y)-l (^-)‘sin a G M-J^) +î&c. 


Si l’on suppose y = o dans toutes ces formules , on retrou- 
vera toutes celles que nous a données ci-dessus l’hypothèse de 
la terre sphérique ; et cela doit être. 

On peut presque toujours sans erreur sensible faire 


rfN 


= Ktang + = 


K tang ) + tangy . 

/'>r ’ 

I — tangy tang ^ j 


et même 

</N = K tang ^ — - — J + K tang y 
= K tang (-— ) + K 
= K tang(i^) + (AM-BM)î 

mais par la formule ( 4 i), page 79 , 

A M— BM = AM — BO [ i -h c*si nr/LsinLcosL -H e’sinVLG — -J cos’L)] 
=AM — BO[i+c’sin(/LsinLcosL-he*sin’rfL(— ^+JcosaL)] 
=.AM — BO[i-f e’sinrfLsinLcosL — ie’sin*dL(i— 3 cosaL)] 
= i-|-';C*8in*L+j.Je'sin‘L 
— I — j e’sin’L' — j . j e'sin'L' 


— e’sin (IL sinL cosL — îe'sint/LsinLcosLsin’L 
-7-jc’sin*</L(i — 3 cosaL) 

=je’(sin’L-sin‘L')+Je‘(8in‘L-sin’L')— ^e*sinc?Lsin’LcosL 
— e'sin dL sin L cos L— 7 e‘ sin* d L (1 — 3 cos 2 L) 

= 7 e’sin (L — L') sin (L 4- L') 

— e* sindLsinLcosL -h JeW(sin*L) — je^sintiLsinXcosL 
— 7e*sin* rfL (i — 3 cos 2 L) 

= je'sin d L sin 3 L cos L 

— 7 e*sinrfLcosaLânrfL— «’sincflLsinLcosL-l-lc'sint/Lsin’LcosL 

— je* sin* rfL ( 1 — 3 cos 2 L) — je'sinrfLsin’LcosL 
= 7e'sinrfLsinaL(cosrf L— 1 ) — jc'sin'rfLG — cos 2 L) 

+ e* sin rf L sin’ L cos L , 


io4 DE LA DETERMINATION 
on A M — B M 

“R( — -i«*sinc?*Lcos*L— ;C*sin’<Æ.sinLcosL-t-«‘$in</Lsla’LcosL). 

L 

Le premier terme dans notre méridienne ne passe jamais o, 1 5 , 
et il décroît comme le quarré de le dernier ne passe ja- 

t. 

mais o,i5, et il décroît comme rfL. Le second terme est tou- 
jonrs insensible. On pent donc négliger 

Quant à la correction de son effet sur rfN est 
ï K e* sin M cos* L cos* z , 

et cette valeur n’est que de o,6, en supposant K = 3oooo et 
cos* L cos* « = I . Or ce dernier facteur en France ne passa 
guère ï- On peut donc aussi négliger ce terme ; car il est fort 
au-dessous des erreurs de l’observation et des variations de la 
réfraction terrestre. 

On peut donc calculer les différences de niveau comme sur 
la terre sphérique. Cependant l’applatissement n’est pas loul- 
â-fait négligé tant qu’on emploiera l’angle 

M = ^ ( I + î P* sin* L). 

R sin i 


Mais comme ce terme influe lui-même très-peu sur le résultat , 
on peut dans ces calculs faire pour tonte la France 


M = 


R 

R sin i" 


(!+>•). 


C’est ainsi que j’ai calculé les différences de niveau pour 
tous mes signaux , depuis Dunkerque jusqu’à Rodez ; mais 
je me réserve de revenir sur cet objet quand j’aurai pu com- 
parer aux résultats de mes observations ceux que le cit. Méchaiu 
aura tirés des observations de même genre qu’il a faites depuis 
Roder jusqu’à Barcelonne. 

Il me reste à parler de la manière dont j’ai calculé la réfrac- 
tion dans les observations de latitude et d’azimuth. 




Formules 


I 
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Formules de réfraction pour les distances au Zénith , 
vraies et apparentes. 

Pour vérifier la réfraction à l’horizon et â 45*, j’ai employé 
un nombre considérable d’observations de Bradley, dePiazzi, 
du cit. Méchaln et de moi. Les unes paroissoient demander une 
petite augmentation dans la réfraction à 45* ; d’autres , une 
diminution. Je me suis fait quatre tables de réfraction , que j’ai 
employées successivement à réduire mes observations de lati- 
tude. La table de Bradley tenoit à très-peu près le milieu entre 
toutes ; et comme elle est presque universellement adoptée par 
les astronomes , j’ai fini par lui donner aussi la préférence , 
d’autant plus qu’il n’en peut résulter aucune erreur sensible 
dans les différences de latitude entre Dunkerque , Paris , Evaux, 
Carcassonne et Montjouy. Mais , en adoptant l’h3'potIicse do 
Bradley J j’ai voulu donner à mes calculs toute la précision dont 
^ sa règle est susceptible. Dans les observations azimuthales , on 
a besoin de la réfraction pour les hauteurs vraies et toutes 
les tables publiées jusqu’ici, dépendent de la distance appa- 
rente. J’ai donc cherché des formules pour ce cas aussi bien 
que pour l’autre. La table qui sert à corriger la réfraction 
selon les différentes hauteurs du baromètre et du thermomètre, 
est incommode et trop volumineuse. Sans rien changer au prin- 
cipe , j’ai tâché de rendre le calcul plus facile. Je vais exposer 
les moyens dont je me suis servi, ' 

Soit Z la distance apparente au zénith , R la réfraction hori- 


zontale , r la réfraction qui convient à la distance z, /n et n deux 
constantes ; nous aurons , comme on sait , 

sin ( « — nr) = /n sin (i) 

Si l’oq suppose z = 90*3 celte formule devient m = cos n R j 
donc 

sin(z — nr) = cos n R sic z (2) 


O 
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On en déduit 

I : cos R R :: sin Z : sin ( z ■— r r ) 

1 +COS rR : J — cos R R sln z-fsin (z — nr) : sinz — sin (z — nr) 
a cos* 7 R R : 2 sin* 7 r R :: tang 7(z + z — nr) : tang j nr 

tang 7 R r = tang* 7R R tang (z — 7 R r) ( 3 ) 

tang* 7 rR tang z — tang* 7 r R tang 7 r r 

1 +'tangz taDg7Rr 

t ang 7 R r + tang ztang*7Rr+tang*7RRtang7Rr = lang*7 r R I g z 

iang*7Rr+sec*7nRcof z tang 7 nr= tang'^nR 

(lang7R r+7 sec* ; r R cot z)* = ^scc* 7 r R col* z + tang* 7 r R 

tang 7 R r= — 7 sec* 7 r R cot z rfc (7 sec*7 n R col*z + tang’ jnR)’ 


= + 7sec*7Rllcotz[(i + 4sin*7RRcos*7RRtang*z)’ — ij 

I 

= 7 sec* 7 rR cotz[(i + sin* R R tang* z)’— «]. 

Soit 

tang z = sin R R tang z , 

I 

(i4-sin*nRtang*z)* — I =secz — 1 = tang* tang 7*; 

donc 


tang 7 R r = 7 sec* 7 r R cot z tang x tang 7 x 

= 7 sec* 7 R R cot z sin R R tang z tang^z 
= 7sec*7RR.asin7RRcos7RRtang7Z 

= 7 tang 7 rR tang ^ z (^) 

ou sans erreur sensible r = R tang 7 z. ( 5 ) 

On aura donc par un calcul direct la réfraction r qui convient à 
la distance apparente z , en évaluant ces deux équations bien 
simples 

tang z = sin R R tang z et r = R tang 7 z (6) 

C’est ainsi que j’ai calculé la réfraction pour les observations 
de latitude avec plus de précision que les tables n’en peuvent 
donner. Or 

tang 7 z = ,1 — cot z +7 coi’z — > 7 . 7 co t^z + 7 . 7. | cot‘ z — &c. 

, _ R cot z R cot’ z R cot^ z 

donc r = R : — + — — -7- 

sin R R 2 sm* r R 2.4 sin* r R 

• 4. 3 R cot‘ z 3 . 5 R cot’ z fo /• 1 

2.4>bsin’RR 2. 4 . 6. 8 sin* R R 
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Celte série n’est suffisamment convergente que Je 89 à 91” Je 

distance au zénith ; elle donne à la fois deux réfractions par le 

seul changement de signe du second terme. Soit , par exemple , 

*■' = i8o* — a , r ex r les deux réfractions ; on aura 

. 2 R cot Z ,0, 

^ = r + — : ÿ— (8) 

sm n K 

Réduisons en série la valeur donnée ci-dessus pour tang j n r, et 
nous aurons 


tgjnr=jsin*nRsec*^nRtgz(r— isin*nRtg*z+j.|sin*/2Rtg^z-&c.)(9) 
= sin*ï nRtangz( 1 — j sin'/i R tg*z + j . î sin‘« R tang^z — &c.) 

Supposons avec Bradley n = 6 et R = 32'53 8 pour aS'"’' du 
baromètre , et 10' du thermomètre de Réaumur ; et retran- 
chons de cette série l’excès de la tangente sur l’arc , nous 
aurons 


r’=56"j,G4775tangz — o", 04664. 6g38tang’z + o*, 00007. 781 agtg’z 

— o", 00000.01680 tang’ Z (10) 

Le second terme n de cette série vaut o",i à 46" 23' de distance 
au zénith, le troisièmes 76° 53', et le quatrième à 81° 34'. 

On peut donc employer très-commodément celte série au 
calcul d’une table depuis 0° jusqu’à 81* et même 84*5 ensuite 
on continueroit par les formules (6) ou par la série (7). 

L’équation (2) donne encore 

cos 71 R sin Z = cos /» r ân z — sin n r cos z 
cos 71 R = cos 71 r — sin n r cot z 


cos nr — cos tj R + sin t> r cot z 

cos’ti r = cos’tj R + 2 sin ti r cos 71 R cot z + sin*7i r col’ z 


I — sin* 7» r = 1 — sin* TiR-f-2 sin ti r costiR cot z-|-sin*7ï rcol*z 

sin* Tir (i+col*z) + a cos tj R cot z sin ti /■ = sin* 7» R 

. , .2 cos TJ R cot z sin TJ r . . „ . . 

*m*7jr-t- ; = sin* TJ R sin* z; 

cosec* z ' 

d’où 


sin TJr = cos nR sin z cotz [C.i + lang*7jRsec*z)* — i]-(t •) 

O 2 
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„ . tane « R • n ■ . ■ 

Soit tang y = ° , on ûurasinnr=sm«RsraalaDg-j', 

° cos Z 

r = R sin Z tang (is) 


ou 

ou bien 
sin 


. T, T. • F/ t8ng* n Rn f ”1 

lin n r = sin n R cot n R sin z cos z I ^ i + — — J — i j 

I 

= sin nR sin z [ (col* nR cos* ^ + ï)* — cot n R cos z] , 
ou 

r = R sinz[(i+col* nR cot*z)’ — cot n R cos z]. 

En comparant cette formule â la formule moyenne de Mayer , 
on voit qu’il a fwt R = 33' et cot n R = i6,5 } par consé- 
quent n = 6,3. 

On voit donc que la formule que Mayer a donnée sans dé- 
monstration est un corollaire des formules de Simpson et de 
Bradley. Ce qui la distingue , c’est la manière dont il y a fait 
entrer les variations de l’atmosphère , et la valeur des constantes ; 
car , quoiqu’il fasse R = 33' , comme Bradley , c’est pour nne 
autre température. 

Soit maintenant v la distance vraie au zénith , z = v — r j 
donc 

tanginr=tg*inRtg(t'— r— ï»r)=tg’inRtg|^t»— (i3) 
OU 

tang’ïwRtangf — tang*ï7iR tang(^i^^ r 

langfnr = — — ^ j 

1 + tang V lang ^ — j r 

d’où sans erreur sensible 

tang 7ir+ tgi» tg*r+ tg‘ i nR tg r= tg*>R Igv 

(n j^) ,g ^ ^ Q ^ ('4” ) J ‘^”8 '•=tg*î «R tg t'i 
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d’où 


n+(n+3)tg‘TnR P/- 


wRlg^ 'Ÿ ~) 

’i«K)‘ ; J- 


<(/i‘ + 3n)tg*i wRtg*f 
(n + (n + 2)tg 

I 

„ . 3 (»*+ an)* tang f nR tang t> 

Sou tang U — 7 -/. — 

“ /J + (n+a)tang‘inR 


Soit n = 6 




( 48 )* tang 3 R tang P 

taiig « = 

et r — (D* R tang 7 « = R sin6o* tang jj/ • •(• 4 ) 

ou tang» = 0.0662457 tang et r = 1709", 36 tang 7 u. 

Soit b la hauteur du baromètre pour l’instant de l’observation , 
t la hauteur du thermomètre au-dessus de 10" de Réanmur, 
r la réfraction moyenne , rfr la correction de la réfraction, et 
m un coelEcient constant j on aura la réfraction actuelle par 
cette équation 

r -t* <ir = 


br 


et 


br 


28 ( 1 -h m t) ’ 

[A— 28(1 +mt)]r (b — 28 — 28mt)r 


38(1 -fmt) 

28(l-l-OT<) 

28 (^i + mt) 

(ù — 28)r 

(28m /) r (A — 28 ) r 

(mt)r 

M 

00 

+ 

O- 

28 (t-l-OTr) 28 (l-t-/ 7 j/) 

(i -1- mt) 

(A — 38) r 

{mt)r ^ (A — 38) mtr 

(A — j8)mtr 

28(1 -1-mr) 

(i + mt) ' 38(i-|-/n<) 

28 (i -i-mt) 

(A — 28) (1-1- 

mt)r mtr (A — : 

28) mt r 

28 ( I m 

t) . 1 -I- TO< 28 (1 

i+mt) 

(A— 28)r 

mtr /A — 28'^^ 

mt N 

“ 38 

1 -1- mt V 28 /N 

I -j- mt y 


Le premier terme donnera une table qui ne dépendra que de b 
ou de la hauteur du baromètre. 

Le second terme donnera une table qui ne dépendra qne 
du thermomètre. 

Le troisième terme a pour coelEcient le produit des coelEcicn» 


T 


Digitlzed by Google 


110 DE LA DÉTERMINATION 
des deux premiers termes : on pourroit donc se dispenser de le 
réduire en table ; mais celle table , quoiqu’à double entrée , 
n’en sera guère plus embarrassante , parce que les nombres eu 
seront très-petits , et souvent négligeables. 

Les trois tables seront aussi commodes et beaucoup moins 
volumineuses que la table unique qu’on emploie ordinairement 
pour trouver la correction de la réfraction moj'enne. 

Les astronomes ne sont pas bien d’accord sur la valeur de m ; 
je l’ai supposée de o. oo 55 . Jj'ez Y Astronomie du cit. Lalande. 

Je ne donnerai point ici la table de réfractions pour les dis- 
tances apparentes , que j’ai calculée avec plus d’exactitude 
dans l’hypothèse de Bradley. Elle a été imprimée dans les 
derniers volumes de la Connoissance des Temps. Mais on trou- 
vera à la suite de ce Mémoire la table pour les distances vraies , 
et les tables de correction pour les diSerentes hauteurs du 
baromètre et du thermomètre. 


Hauteur des Signaux au~dessus de la Lunette, 


J’ai dit ci-dessus , page 91 , qu’il falloit réduire au sommet 
des signaux les distances au zénith observées. La formule que 
j’ai donnée, page gz , pour ces réductions, suppose que l’on 
connoisse ci H ou la partie du signal qui s’élevoit au-dessus de la 
lunette. Dans les signaux ordinaires , se mesuroit directe- 
ment. Dans les flèches embarrassées de charpente , on mesuroit 
le diamètre à deux hauteurs difiérentes avec la différence des 
deux hauteurs. Soient D et D' les deux diamètres , A la diffé- 
rence des hauteurs , et a: la partie du clocher qui s’élève au- 


dessus du diamètre D' , on a A -t- x = 


i(D-D) 


AD — AD-pAD' 
D -D“ D — IT 


AD 

~ D— D* 
A D' 

D— D' ' 


Ce moyen devenoit insuffisant quand la flèche étoit très-haute , 
comme celles d’Amiens et d’Orléans j alors j’eroployois le pro- 
cédé suivant, 
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Soit B {Jig. 26 ) la pointe de la flèche , B' la naissance de la FIG. 26. 
mêine flèche ou le toit du bâtiment. Je mesurois l’angle Z AB et 
l’angle. Z A B'. 

Dans le triangle B A B' , j’avois A B' et l’angle B A B' , difle- 
rence des deux distances au zénith. Or 

A B' sin A 


sinB: AB': isin A: BB' = hauteur de la flèche = 

A B sin U AB sin « 

sin fl 80° — ( J'' 4- r' ) — n] 


sin B 


AB 


sin («f' + r' + n) 
A B sin U 


sin [90’ + i C + -f) + b] sin [go° — i C — j (/■'— /) + «] 
A B sin B AB sin u 


cos [î ( ■f' — ^) + T G’b] cos{(J' — J'+C) cosu+sinj(/’— J'+C)siiiM 

__ AB tang m sec j — cl* -t- C ) 

1 + tang U tang 7 ( J'" — ^ + C ) 

= eoV^q T S ^Ty t ‘ ^ ‘""S “ H + C )]. 

Je mesurois ainsi B B' de deux stations Toisines , et je prenois 
le milieu entre les deux résultats dont la düFèrence étoit légère'. 


Expression analytique d'un des angles d’un triangle 
rectiligne quelconque. 


J’ai promis ci-dessus , page 3a , la démonstration de la série 
qui sert à trouver l’un des angles inconnus d’un triangle recti- 
ligne , quand on connoît deux côtés et l’angle compris. D’après 
ce qu’on a vu page 64 , cette démonstration sera bien facile. 

Soit donc un triangle rectiligne quelconque ABC; on sait 
qu’on a 


tangC = 


AB sin A 




ACV 


sin A 


AC— ABcosA 


A 


m sin A 
1 — /» coi A* 


Cette équation est de même forme que celle de la page 64 ; 
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elle n’en dilTère que par le signe de cos A. En la trallant de 
même , on obtiendra la formule qu’il s’agit de démontrer , 
c’est-à-dire 

/•AB'v. .../ABs*. /AB\’. - 

^ = (âc)*‘"^+Kâc) >(tc) «“3 a + &C. 

Si A B est plus petit que A C , la série sera convergente } elle 
dirergeroit si A B étoit plus grand que A C. 

Si AB = AC , le triangle sera isocèle , et l’on aura 
C = 90' — 7A = sinA-t-jsinflA + jsinSA -H &c. 

Si A = go° , on aura 



Ces deux dernières séries , qui sont bien connues , ne sont 
donc que des cas particuliers de la série nouvelle. 

Cette expression peut servir à calcnler la parallaxe annuelle 
d’une planète fort éloignée du soleil , de la planète d’Herschel 
par exemple. AB scroit le rayon vecteur de la terre, AC la 
distance accourcie de la planète au soleil , et A l’angle au soleil 
dans le plan de l’écliptique. 

Si AB est le rayon du globe terrestre, et AC la distance 
A B ' 

d’une planète à la terre , - r - „ sera le sinus de la parallaxe bon- 

sontale ; alors , si l’on fait A = 180° moins la distance vraie au 
sénith , C sera la parallaxe de hauteur , exprimée en parties 
du rayon. Pour l’avoir en secondes , on divisera le second 
membre de l’équation par sin 1". Il suffira toujours de deux 
termes , même pour la lune. On sait que la formule dont les 
astronomes se servent pour calculer la parallaxe de hauteur , 
est indirecte quand on ne connoît que la distance vraie au 
sénith , et qu’on est obligé de faire une règle de fausse posi- 
tion. Si l’on met dans ma formule D = 180° — A , D étant la 
distance vraie au zénith , et sin x = sin parallaxe horizontale , 
pn aima 

C = sin » sin D — i sin* ^ sin a D -(- y sin’ a: sin 3 D — &c. 

Si D = 90* 

Ç î= sin * — j sin’ * -h y sin’ &c, 

Application» 
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jipplications des Formules précédentes. 

Après avoir exposé en détail toutes les formules nécessaires 
pour résoudre les problèmes qui se rencontrent dans la mesure 
d’une méridienne et dans toutes les opérations géodésiques du 
même genre , il ne sera pas inutile d’en expliquer l’usage par 
quelques exemples, en faveur de ceux qui , étant appelés par- 
ticulièrement à opérer sur le lerrein , seroient moins familiarisés 
avec les formules analytiques. 

Je supposerai l’observateur muni d’un cercle de Borda ; c’est 
l’instrument le plus commode, le plus portatif, et celui de tous 
qui permet d’aspirer à une plus grande précision. Il ne seroit 
plus permis aujourd’hui , dans une opération de quelque impor- 
tance , d’employer ni quarts de cercle ni théodolites ordinaires , 
encore moins les graphomètres } un cercle de Borda de deux 
décimètres de rayon suffira pour les opérations les plus déli- 
cates : moins grand de moitié , il seroit encore d’une exactitude 
suffisante pour toutes les opérations géographiques on géodé- 
siques ordinaires. On l’amène avec la plus grande facilité dans 
lo plan des objets dont on a à mesurer les distances angulaires; 
on le fait passer en un instant de la situation horizontale à la 
situation verticale : enfin il est lè seul avec lequel on puisse 
éluder les erreurs de la division ; il suffit pour cela de multiplier 
les observations d’un même angle , assez pour ne plus trouver 
de différence sensible entre plusieurs mesures consécutives faites 
sur différentes parties du limbe. 

Mon dessein n’est point de donner ici la description ni la ma- 
noeuvre de cet instrument ; on la trouvera dans VExposition des 
Opérations faites en 1787 pour la jonction des Observatoires de 
Paris et de Greenwich , et dans la Connaissance des Temps de 
Van F'I. D’ailleurs la seule inspection en dit plus que les plus 
longs discours , et c’est sur le cercle même que l’on peut , avec 
plus de fruit et de facilité , en étudier l’usage. Je me contenterai 
d’un petit nombre de remarques. 

P 
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Les cercles dont je me suis servi portoient quatre alidades ; il 
est assez indifférent en général de mettre l’une on l’autre sur le 
zéro en commençant une série d’angles : il suffit de se rappe- 
ler celle qu’on y a mise , afin de connoître le chemin qn’eUe 
aura fuit , l’arc qu’elle aura parcouru , entraînée par la lunette 
dans le cours des opérations. 11 est bon pourtant de se laire une 
habitude constante. La mienne a été invariablement de mettre 
sur zéro l’alidade qui est à loo* à droite de l’oculaire. Il est inutile 
de lire à chaque observation conjuguée les quatre alidades ; il 
suffit le plus souvent de les lire au commencement et à la fin de 
chaque série. Dans les observations intermédiaires , on se con- 
tente de lire l’alilade qui est partie de o* ; et quand cette ali- 
dade , que je noounerai première , est à angles droits avec la 
lunette , elle offre plus de facilité , parce qu’elle est mieux 
éclairée , et qu’elle n’est pas exposée à se trouver dans l’ombre 
du tube , comme celles qui sont vers l’oculaire on vers 
l’objectif. 

Si les alidades étoient exactement à angles droits , quand la 
première marqueroit zéro , la seconde marqueroit loo* , la troi- 
sième 300 * , et la quatrième 3 oo° j et en rejetant les centûnes, 
les quatre alidades dans toutes les positions monlreroient les 
mêmes nombres pour les dixaines , les unités , les dixièmes , les 
centièmes et millièmes de grade. Il n’en étoit pas ainsi dans les 
instrumens qui m’ont été confiés } chaque alidade montroit des 
nombres dlfférens. Sur l’un de mes deux cercles on lisoit les 
quantités suivantes: 

Alidades i ’* 3* 3 * 4 * 

ojooo 99 »g 65 199^ 399,943. 

Supposons qu'au bout de 1 o angles elles aient marqué les nombres 
suivons , en tenant compte des circonférences entières parcou- 
rues durant la série 

467,86a 567,836 667,801 667,803. 

En faisant les quatre soustractions par ordre , on anroit 
arc parcouru 467,86a 467,860 467,861 467,860, 

et .par on milieu entre les quatre 467,86075 
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ou divisant par lo, parce qu’il y a lo obseryations , on auroit 
pour l’angle simple 46,786075. 

Cette manière do faire l’opération qui se présenté la pre- 
mière à l’esprit n’est pas la plus simple ; il m’a paru plus com- 
mode de noter les observations comme il suit. 

En C(ynmençant , je nolois les compléroens arithmétiques des 
quatre alidades } ce qui se fait tout naturellement en lisant le 
?rrûer à contre-sens , et mettant par la pensée 10 à la place 
de séro , et réciproquement. Ainsi , dans l’exemple précédent , 
je lisois 0,000 o,o 35 0,060 0,067 

An dernier angle qui est ici le dixième, j’écrivou ainsi e* 
abrégé 
467,869 
8 i 5+35 
801-1-60 
8o3-|-57 

En elTectuant les additions , j’arois 
467,863 \ 

Ml I « ” ^67>86 o 75 par un milieu. 

860) 

On voit que l’opération est plus courte , et conduit au même 
résultat. 

Pour trouver la valeur moyenne entre celles des quatre ali- 
dades , on voit qu’il suffit de faire la somme des chiSres qui ne 
leur sont pas communs , et d’en prendre le quart. 

A la rigueur , il suffiroit de lire les alidades en commençant 
et en finissant , pourvu qu’on notât exactement le nombre des 
observations. On épargneroit du temps, et je l’ai fait dans des 
circonstances pressées •, mais il est très-bon de lire au moins la 
première alidade après chaque observation paire. En divisant 
chacun des arcs partiels par le nombre d’observations qui le 
compose , on voit si la série marche bien ; si l’on appercevoit 
quelques irrégularités , on ponrroit rejeter les observations dans 
lesquelles on les remarqueroit. 

P 3 


) 


mettant à côté de chaque alidade le complément 
^ arithmétique qui lui appartient. 
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Je suppose qu’on ait observé la série suivante: 


NOMBRE 

B B ■ 

•BltXTATlO» 

3 

4 
6 
8 

10 

13 

14 

i6 

i8 

20 


23 


ARCS FARCOITBÜS. 


03,574 

187,147 

380,735 

374,398 

467,86& 

56i,44i 
655,0 1 4 
748,585 
8ts,i5g 

935,731 

103Q,303 

268 + 35 ( „ r - 

a 4 o+ 6 o('o*’ 9^°°75 

341 + 57} 


ARCS 


46,7870 

46,78675 

46,7871^ 

46,7868 

46,786751 

46,78671 

46,78656 

46,78661 

46,78655 

46,786396 


On voit que la série marche avec beaucoup de régularité ; 
cependant , comme elle va toujours donnant des angles plus 
petits , à l’exception des angles 6 et 8 , qui ofirent une angmen^ 
tatiou passagère , pour éliminer ces angles 


De l’angle octuple 374,398 

Je retranche l’angle quadruple. . . . 187,147 

La dilTérence est 187,151 

Je la retranche du dernier arc. . . . 1039,30075 

n me reste pour 18 angles. 843,10975 

Et pour l’angle simple 46,786097 


Les observations que je viens d’éliminer sont trop près dii 
commencement pour que la petite irrégularité ne puisse , avec 
beancoup de vraisemblance , s’attribuer aux erreurs de la divi- 
sion } ainsi ces angles doivent être conservés. On voit , au reste , 
que le résultat déEuitif n’est guère altéré par cette soustraction. 

O 

L’angle n’est diminué que de 0,000299., qui ne valent pas i" de 
l’anciennê division.. 
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Manière de déterminer les Elémens de la réduction 
au centre de Station. 

Quand j’observois à Dunkerque l’angle entre les tours Je 
Watten et de Cassel , rapporté ci-dessus, j’étois oblige de me 
tenir à quelque distance du centre , et l’angle observé exige 
une correction. Pour être en état de la calculer , dès que la 
série précédente fut terminée , l’instrument restant dans la posi- 
tion où il étoit pour la dernière observation, c’est-à-dire la 
lunette inférieure dirigée sur l’objet à droite , et la supérieure 
sur l’objet à gauche , je détachai la lunette supérieure pour la 
diriger sur le centre de la Station , c’est-à-dire sur le centre du 
signal. Par ce mouvement, la première alidade , qui, après le 

• * A 

dernier angle , marquoit i09g,3oa , répondoit an point 1 166,90.' 

Fuis donnant un nouveau mouvement à la même 
lunette en la ramenant dans la direction du centre 
l’alidade répondoit au point. ......... . ; , .111-67,19' 

Après un troisième essai tout semblable elle marquoit 1 167,00 

Ainsi par un milieu. 1167,03 

De ce nombre je retranche celui du point de départ io9q,3o 

Différence; . . .• 137,73 

Cette différence est l’angle entre l’objet à gauche et le centre 
de la station j c’est celui qui est nommé^ dans mes formules de 
réduction au centre , pag. 11 et suiv. Il se compte toujours sui- 
vant l’ordre des divisions de l’instrument, et il peut avoir toutes 

les valeurs possibles depuis o jusqu’à 4oo; 

Le centre de station est toujours trop voisin pour qu’il puisse 
se voir dans la lunette.' On marque sur le haut du tube deux 
points , l’un vers l’objectif et l’autre vers l’oculaire , et l’on 
juge à l’œil si ces deux points et le centre sont bien dans une 
même ligne droite; et comme cette estime est toujours un peu 
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incertaine , on répète plasieur* fois cette observation , et l’on 
prend un milieu entre les résultats , qni j au reste , ne dilTèrenl 
iamais d’une quantité qui soit de la moindre conséquence. 

A chacun de ces essais , on a soin de regarder dans la lunette 
inférieure , pour voir si l’instrument a bien gardé la même 
position , et l’on en est assuré quand l’objet à droite est resté 
bien exactement à l’intersection des fils. Si le point d’interseo* 
tion s’étoit écarté de l'objet , on le ramèneroit dessus en tour- 
nant la vis du tambour , et l’on dirigeroit ensuite la lunette 
supérieure sur le centre de station ; car l’angle y ne peut être 
bien déterminé si les deux lunettes ne sont pas en même temps, 
l’une sur l’objet à droite , et l’autre dans la direction du centre 
de station. 

Connoissant ainsi l’angle y entre l’objet é gauche et la dis- 
tance an centre , il ne reste plus qu’à mesurer cette distance. 
Pour cela, j’avois fait marquer sur le tube de la lunette supé- 
rieure un point qui éloit dans une même verticale avec le 
centre du cercle , et je mesurois avec un cordeau l’intervalle 
entre ce point et le centre de station, quand le centre étoit 
libre. 

Cette distance est désignée par la lettre r dans les formnlea 
citées. L’une de ces formules suppose aus^ l’angle (O -^-y). 


« 

Nous venons do trouver y > 37>73 

L’angle observé == O étoit 46,78® 


Ainsi (O d-j') est de i 84 , 5 i 6 


La distance r étmt de 4,3376* 

La distance de l’objet à droite ou D , étoit de 35479 métrés. 
La distance de l’objet à gauche ou G, étoit de 37451 mètres. 
Avec ces données , nous allons calcqler la réduction au centre 

par la formule ^^^* 

par ormuie c ^ ^ 
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Type d’un Calcul de réduction au Centre. 

> 

Log r. Oj6a6og 

Compl. &in i*. 5 , 8 o 388 

+6,41997 — M ®997 

sin 184^16 = (0+j') +9,38171 sini37,73=j^ + 9 > 9‘879 

compl. D = aS479 5 , 59581 compl.G=a7445i 6 , 56 i 44 

+ 15,439 i, 4 o 55 o — 8 i, 3 ao 1,91010 

première partie + a 5,439 

rédaction — 55 , 88 1 

angle obserré 46,7863,96 

angle réduit au centre 46,7808,079 

On commencera par chercher le log. de r, et Fou y ajoutera 

le complément arithmétiqne da sinus de 0,0001 => une seconde 
décimale. La somme de ces deux logarithmes sert pour chacun 
des deux termes , avec cette difierence que , pour le second 
terme , on la marque du signe — , pour indiquer que ce second 
terme est soustractif. 

On cherche ensuite le logarithme du sinus de (O +y) = 1 84,61 6 , 
qui est égal â celui du cosinus de 84 , 5 16. 

» 

On cherche pareillement pour le second terme sra_y= 137,73, 

ou , ce qui rerient au même , le cosinus de 87,73. 

Ces deux sinus sont positifs, parce que ( 0 +^) et>' sont 
moindres que la denû-circonférence. 

' Si (O +y) eût été plus fort que aoo, le sinus eût été néga- 
tif, et le premier terme de la formule seroit derenu sous- 
tractif. 

Le second terme changeroit pareillement de signe , si l’angley 

O 

sorpassoit aoo ; et ce terme deriendroit additif. 

On cherche ensuite les complémens arithmétiques' des dis- 
tances D et G , on les place comme on le vent dans l’exemplu 
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ci-deisus ; et faisant les deux sommes , on a les logarithmes des 
deux termes. 

* * f9 

Le premier terme se trouve par-là de + a5, 43g , ou -4- 0,002 5439 • 

Le second terme ,de — 8 i,3ao, on— 0,0081650. 

On retranche le plus petit du plus grand quand ils sont » 
comme ici , de signes ifierens , et l’on donne au reste le signe 
du plus grand. Ce reste est la correction cherchée. , 

S’ils avoient été de même signe , on auroit pri^a somme , et 
l'on auroit donné à la correction le signe commun. 

Dans cet exemple , je me suis servi des tables des sinus déci- 
maux de Gallet. Si l’on n’avoit que des tables sexagésimales 
ordinaires , on commenceroit par réduire tous les angles déci- 
maux en angles sexagésimaux, comme je l’ai expliqué page 17, 
et l’on feroit le calcul comme il suit. 


O 

46,786396 
46,786696 
4a, 1077664 
6, 495384 
27,95504 
42,6, 37,953 


y 

137,63 

«g>77^ 

123, 967 

67, 4 a 
26.3 
123, 67, 26, 1 
4a, 6,37,9 


O + > = 166 , 3, 53 


r. . 0,62609 

C.sini". . . 5,31443 

5 , 9 'io 5 a ; . — 6,94062 

8 in( 0 +j) 4 - 9,38170 sin y + 9,91879 

compl. D 5 , 5 g 382 compl. G 5 , 56 i 44 

-J- 8 ",a 44 0,91604 — 36",348 i, 4 ao 7 & 

+ 8 , 243 

réduction — 18,106 

angle observé. . . 4 a, 6 , 27 , 9*3 
angle réduit. . . 42 , 6 , 9 , 817 , ; 

Pour 
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Pour calculer la réduction par la seconde formule 
r sin O sin ( A — y) 

D sin A sin i" ’ 
on a besoin de l’angle A, qui est l’angle à l’objet à droite, c’est- 
à-dire, dans notre exemple, l’angle à Watten entre Dunkerque 


et Cassel. 

r = 4,9576 0,65609 

sinO= 46,7863,96. . . . 9,8a64i 

compl.sinA= 82,754 o,oi6i4 

y = 137,73. . C.sin 1". . 5,8o388 
A — y = — 54,076 — q,88oqo 

JsSÎ*! 

réduction. . . — 55,878 1,74724 

angle réduit 46,7808,082 


Ce calcul n’a pas besoin d’explication. Je me contenterai de 
dire que , pour ne pas laisser de vide vis-à-vis_y , qui ne donne 
aucun logarithme , j’y place le complément arithmétique de 
sin 1 ". 

Qnandy surpasse l’angle A , comme ici , (A — y) est une quan- 
tité négative , et son sinus est également négatif, ainsi que la 

« 

réduction. Mais si ( A — y ) négatif surpassoit 200 , ou si A étoit 
plus grand que y , la correction seroit additive , parce que le 
sinus alors auroit le signe -{- . 

On ponrroit retranchery de A dans tous les cas, en ajoutant, 

s’il le falloit , 4oo à l’angle A j alors la règle des signes seroit plus 
simple. La correction seroit additive ou soustractive , selon que 
A — y seroit plus petit ou plus grand que la demi-circonférence. 

e 

Dans notre exemple A— y, ou 4oo -1- A — y = 345,024 et la 
correction soustractive. 

La correction calculée par cette seconde formule se trouve 
un peu plus petite que la première. Cela vient du petit terme 
négligé. Ce petit terme est égal au x>roduit du premier par 
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r sin y cos (A + ,0 ) 


• . , et il donneroit environ o,oo3 à 

D sm A 

ajouter à la correction, parce que cos (A + O) est négatif. 
Alors les deux formules donneroient le même résultat ; mais la 
différence est insensible. 


Méthodes pour déterminer V Angle de direction y et la 
Distance au centre , quand le centre est invisible ou 
inaccessible. 


J’ai supposé dans ce qui précède qu’on pût mesurer direc- 
tement la distance au centre , et diriger la lunette vers ce 
centre. Il faut pour cela que l’intérieur du signal soit libre , et 
l’on y suspend alors un fil à-plomb , qui peut en être considéré 
comme l’axe , et chaque point de ce fil représente le centre, 
hiais si le signal est une pyramide , une tour , un moulin , un 
bâtiment quelconque qui n’ait point d’ouverture , alors il faut , 
à l’aide du calcul et de mesures subsidiaires , suppléer aux me- 
sures qu’on ne peut exécuter. 

Supposons d’abord que le centre du signal soit au milieu de 
FIG. aS. la diagonale D E {fig. 5 )• 

Placez l’instrument en O , d'où vous puissiez appercevoir les 
deux points extrêmes D et E de la diagonale. 

Mesurez la distance O D = r* et la distance O E = r" , 
l’angle FOD = l’angle F OE =j'"j les formules de la 
page a6 vous donneront 

O C = r = distance au centre , 
et 

FOC = y = angle direction. 

Supposons , par exemple , que vous ayez trouvé 

r = 3,7a , r" = 2,56 , 

FOD =y = 126”,67, 
et FOE =y= 178)47, 
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vous aurez 


y "— 178,47 

ra 

/ = 3,72 


y = 126,67 

r " = 2,66 


y — y = 5i,8o 

r' — r" = 1,16. . , . log. . . . . 

o,o 6446 

y + y = 3o5,i4 

/-!-/'= 6,a8. . compl. log. 

9,202 o 4 

x ( y ''— y ')= a5,go 

tangf (/'—/)= 25,90 ... 

9,62435 

i ( y '’+ y )= 152,57 

tangj d = 5,1 46 

8,89085 

i d = 5,i46 

\{ y "- y ')~{ d ^>^'= 20,754 • 


y = 147,424 

î(/— y)+ï«^=“'= 5 i,o 46 


Log. r' 

0,57054 log. r " 

0,40824 

cos u ' 

9,97660 cos u " 

9,94617 

n 

r ' cos m' = 5,5240 

0,54704 r"cos«"= 2,2616 

0,5544 1 


r ' cos u ' = 3,524 o 



somme = 6,7856 



moitié = r= 2,8928 



On a de cette manière les valeurs de r et de^, avec lesquelles 
on calculera la rédaction au centre , comme ci-dessus. 

On peut encore trouver >> de deux manières. 

y= 126,67 y " = 178,47 

u' = 30,754 «"= 3 i,o 46 

y + u' = y = 147, 4 a 4 y” — u" = y = 147,424 

Il arrivera souvent que r" sera plus grand que r'j dans ce cas, 
r — r" sera négatif, 7 rf le sera pareillement , c’est-à-dire qu’il 
faudra le soustraire par-tout où on l’a ajouté dans le calcul pré- 
cédent , et réciproquement. 

IB m 

Supposons , par exemple , qu’on ait r' = a ,56 et r" = 3,7a , 
tout demeurant d’ailleurs comme ci-dessus ; on aura 

r' — i^'= — 1 , 16 , 7 <f = — 5,i46, m'=3i,o46, 

«"= 30 , 764 , y = i (y' + y~) -1- 5,i46 = i57,7‘6. 

O O 

y =y + u' =: 167,716 , OU y =y" — «"= 167,716; 

Q » 
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de sorte que si r* > r", on aura«'< u". Au contraire, si 
on aura u' > u". 

Du reste , le procédé est invariable. 

Si r ~ r", alors le calcul devient plus simple ; car 
\d=o,y = \ (y"+y) , u~ (y"— y) et r = r'cosi (y”— y')-, 

on fera donc bien de se placer, s’il est possible, de manière à 
ce que l’on ait r' = 

Les mêmes formules serviroient encore dans le cas ‘où l’on 
anroit fait l’observation dans l’intérieur du signal. 

Supposons , par exemple , que le rectangle DE soit l’intérieur 
d’une tour ou d’une chambre , et qu’on y ait fait l’observation 
par une fenêtre , le cercle étant en un point voisin de A sur le 
prolongement de C , le calcul se fera comme ci-dessus : il arri- 
vera seulement que l’angle D OE = y " — y' sera très- obtus. 

Si le point O se confondoit avec A , l’angle E O C = w" seroit 
droit 

t'' cos m" = O et r =: i r' cos 
Si le point O étoit sur la ligne CA, l’angle u" seroit obtus, 
t” cos u" seroit négatif, et r seroit f (/ cos u ' — r" cos u"). 

Si le point O étoit sur la diagonale D , on s’en appercevroit 
aisément ; car alors 

0 O • 

(y' — y') = aoo, tangîtl= oo , ic?=ioo, m'=o, m"= 200, 
r = i et y=y. 

L’instrument seroit en quelque point de la ligne C E. 

Si d’ailleurs l’observation avoit donné / = r", on seroit au 
centre même. 

Mais si l’on avolt r' > r", l’instrument seroit quelque part sur 
la ligne CD ; on auroit 

O c 

u'z=soo, u"=o, y=y+200 et e=i(r" — r'). 

Si l’instrument étoit de l’autre côté de la diagonale DE , on 

e 

s’en appercevroit à ce que (y" — y') surpasseroit 200. Je suppose 
toujours que D est le point qu’on rencontre le premier en tour- 
nant la lunette à gauche du dernier objet observé F , et E celui 
qu’on voit le second en continuant de tourner la lunette dans le 
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même sens. Alors lang 7 (y" — y') seroit négative , et par con- 
séquent aussi tang ^ d-,\d seroit un angle obtus , et même plus 
grand que 7 (^y” — y') : mais il n’j aura jamais d’embarras réel 
pour trouver 7 = j {y" — y) — 7 rf, ni pour trouver 
r = 7 ( r' cos 7 cos u" ) , 
si l’on se souvient que les cosinus sont négatifs dans lé second et 
le troisième quarts de la circonférence. 

Si l'on ne peut trouver par l’observation aucun point d’où l’on 
apperçoive les deux extrémités de la diagonale DE {fig. 5. ) , il FIG. 5. 
faudra se placer de manière à ce qu’on puisse voir les deux 
extrémités d’une même face DE {fig. 6.) ; alors on aura recours FIG. 6. 

« 

aux formules de la page 3o, en y changeant 90° en 100 et 4^’ 

O 

en 5o , si l’on veut employer la division décimale , qui est plus 
commode. 

Supposons à /, les mêmes valeurs que dans l’exemple 

précédent , nous aurons 

î a = T {y" —y') = a 5 ,go, 100 — ^ O = 74,100. 


log. r" = a , 56 o, 4 o 8 a 4 

compl. log. r' = 3,72 g, 42946 

tang X = 38,373 9,83770 

— _ 5 o 

tang(x — 5 o")= — 11,628. . . . — 9,26649 
tang ( 100 — 7«)= 74,100. . . . 0,36565 

tang ^d = — 25,78.3. . . . — g, 63214 
a'= 48-,3 i7 

tt"= 99>383 


Je change le signe de 7 dans les formules (3) et (4) , parce 
que d est négatif; ce qui arrivera toutes les fois qu’on aura 

O • 

* < 5o , et X sera < 5o toutes les fois que r" < r'. 

Pour calculer les formules suivantes , il faut connoitre les 
angles du triangle CDE, et ils dépendent des dimens.'ons du 
signal. 


I 
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Si le signal est carré , l’angle C = loo , l’angle D = E = 5 o. 

Si le signal est rectangulaire, on aura 

n ^ CD 

tangE = cotjC = - 

Il peut arriver que E D soit le côté d’un hexagone ; alors 
C = 66,6667 , et les angles D et E seront aussi de 66,6667. 

J’ai trouvé aussi assez souvent des signaux octogones j alors 

C = 5 o , D = E = 76*. 

Supposons qu’on ait 
G D 36 

■j^ = ^ = o,9} logtangE = 9,g54a4, 

on aura b = E = 46 , 65 a. ; 

i C = 53,348 
7 a — 35,90 

ï(C+o)= 79 , 248 . . . log. cot. . 9,5 b 895 
tang (x — 5 o“) ci-dessus — 9,26649 


tang7<f=— 3,967 

— 8,79544 

i a = a 5 ,goo 


p' = 39,867 

p‘= 21,933 

y = 126,67 

y" = 178,47 

y = 156,537 

y = 156,537 

u' = 48,317 

a" = 99,883 

b = 46 , 65 a 

b — 48 , 65 a 

u' + b = 94,969 , 

u"-b& = 146,535 

p' = 29,867 

p"= ai,q 33 

u' + b + p' = 124,836 

u"4.6 4.p"= 168,468 

r' 0,57054 

r" o, 4 o 8 a 4 

sin ( 1/ -b 5 ) 9,99864 

sin(a"-b 5 ) 9,87188 

C . sin («' 4 - 5 -b p') 0,03393 

o, 323 o 3 

T = 40097 o,(io 3 ii 

r = 4,0101 o, 6 o 3 i 5 


Il suQIroit d’un de ces deux calculs pour r; mais il est bon 
de les faire tous deux pour s’assurer qu’on ne s’est pas trompé 
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dan.» nne opération qui est assez longue. On trouve ici entre les 
deux valeurs de r une différence de 7^55^ de mètre ; ce qui est 
insensible. 

On abrégeroit beaucoup le calcul , si l’on pouroit se placer 
sur le prolongement de GD ou de l’un des autres côtés du 
quadrilatère. 

Supposons donc que GDO soit une ligne droite : dans ce cas, 
il sufiira de mesurer r' et y' , et les côtés G D et D E ; on fera 

lED 


lang P = 


r' + f G D 


y = y' + r i 

et r = 

cos/ 7 . 

Si l’on étoit placé sur le prolongement du côté opposé , en 
sorte que DE O fût un angle droit , on feroit de même 

iED 

= — +Vg d ’ 

y — y" — 


et r = 


cos P 


Si l’on ne peut se placer ainsi , on tâchera de faire en sorte 
que r'= r"; alors 7 f/ et 7 d ' seroient nuis. On auroit 

y = î: {y" + y ) 

r'sin(ioo° — 70 + ô) r' cos (7 a — b) 

sin(ioo° — 73 + 5 + 73) cos 5 

/cos 7 3 cos 5 +r'sin 70 sin 5 , , ... 

= 7 = rcos 70 + rsin7atang5 

cos O . > O 




= r' cos 7 a + 7 G D. 

Dans ces trois suppositions , le calcul est si facile qii’il est bien 
superflu d’en rapporter des exemples. 

11 m’est arrivé de ne pouvoir observer ni les deux extrémités 
de la diagonale DE (/ig-, 5 .), ni celles de l’une des faces du FIG. 5 . 
signal (^g. 6 .), parce que deux des angles du quadrilatère 
étoient engagés dans un autre bâtiment; seulement j’avois pu piG.'G. 
marquer sur deux murs contigus deux points B et A (yîg. 7.), pjQ 
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tellement placés que le centre du signal se trou7oit à l’intersec^ 
tion des perpendiculaires B M et AM. 

Pour calculer dans ce cas l’angle y et la distance OM = r, 
j’avois mesuré / = O B , r" = O A , et l’angle 
BO A = (/'—/) = a. 

ITG. 7. Joignez, les points A et B (fig. 7. ) 

tang i (f = tang ; (OBA — O AB) = ^-^:q^)tang(ioo— jo) 

OBA=ioo — ja + î-c?, OAB=ioo — — ^d. 

Si l’on avoit r' > r", {d changeroit de signe. 

tang q = tang A B M = , 

O B M = 100 — ia+id+Çf 

O 00 

OAM= 100 — jo — îrf + 100 — 7 = 500 — |a — jd — q. 

Dans le triangle OBM, on connoît les côtés O B = r', 
B M = A A et l’angle compris. On calculera le troisième côté 
O M = r et l’angle B ü M ; alors on aura y =■ y' + B O M. 

Le triangle MAO donnera, par un calcnl semblable, O M = r 
ely =/'— AOM. 

11 peut arriver qn 'après avoir tendu un fil suivant OD, OE 
FIG. 6. iJ^S- )> pour mesurer r' et r", on ne paisse cependant ame- 
ner la lunette dans l’une ou l’autre de ces directions pour 
mesurer y' ou y". Dans ce cas , il faut mesurer le côté D E , et 
calculer l’angle DOE ou l’angle O ED par les formules de la 
page 3i. 11 est inutile d’en rapporter des exemples j on en trou- 
vera dans tous les livres de trigonométrie. Remarquez seule- 
ment que , dans ces deux formules , le signe radical doit 
embrasser le dénominateur aussi bien que le numérateur. Cette 
faute d’impression est essentielle à corriger. 

Il est également inutile de rapporter des exemples de toutes 
les opérations indiquées depuis la page 3i jusqu’à la page 35; 
elles sont fondées sur les règles les plus simples de la trigonomé- 
trie rectiligne. 

On 
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On pourroit se trouver plus embarrassé pour calculer x, pag. 35, 
et Z , page .36. 

La formule 

M — M' 
tang .T = P _ p, ~ 

suppose que les deux distances à la méridienne sont vers l’est , 
et les distances à la perpendiculaire toutes deux vers le nord. Si 
quelqu’une de ces suppositions changeoit , on cbangeroit les 
signes pour les quantités qui seroient à l’ouest ou au midi de 
l’observatoire; alors il pourroit arriver plusieurs cas différens. 

Si le numérateur et le dénominateur étoient tous deux posi- 
tifs , X seroit dans le premier quart du cercle. 

S’ils étoient tous deux négatifs , x seroit dans le troisième 
quart. 

Si le numérateur est positif et le dénominateur négatif, x sera 
dans le second quart du cercle. 

En6n si le numérateur est négatif et le dénominateur positif, 
X sera dans le quatrième quart du cercle. 

Si M — M' = o , X = O ou aoo*, selon que le dénominateur 
est positif ou négatif. 

Si P — P' = O , X = 100 ou 5oo* , selon que M — M' est 
positif ou négatif. 

Pour la formule qui donne z , il suffit d’observer que cot P 
est négative depuis 6' du matin jusqu’à midi , positive depuis 
midi jusqu’à 6‘ du soir ; elle change de signe à midi et à 

Sin P est positif depuis midi jusqu’au coucher , négatif depuis 
le lever jusqu’à midi. 

Supposons M = + 3oai P = + 30997 

M' = — S747 P' = 4- 4o868 

M — M' = -I- 5768 P — P' = — 9871 

Dans cet exemple , M est à l’est et M' à l’ouest j P et P’ sont 
au nord, 

Log. (M — M') + 3,76103 
compl. log. ( P — P') — 6,oo5û4 

tang X =s 1 49' 4a' o*. . . . . . 9,76667 
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(M— ^M') ayant le signe + , * est dans la première moitié 
du cercle. 

(P — P' ) ayant le signe — , x est dans le second quart. 
L’obserration a été faite le 7 octobre 1793, à i** 45 '. 

Pour on 84x15°= 60“ 

Pour 45 ', on a J (i 5 °) = 1 1 i 5 

donc P = 71 i 5 ' 

L = latitude = 49° aa' 45 ". 

La déclinaison du soleil pour ce jour-Ià , prise dans la Con- 
noissancc des Temps , étoit — 5 ' 5 1' a". Je lui donne le signe — , 
parce qu’elle étoit australe ; et sa tangente sera négative. 

Cot P 9,53078 compl. sin P. . . . o,oa 368 

süi L 9,88oa6 cos L g, 8 i 36 i 

+ 0,35766 9,41104 — tang D + 9,01059 

+ 0,07045 8,84788 

i" terme + 0,86766 
cot 2 0,33811 log. o,5i6o3 

Z = 71° 5 o' 

X = i 4 g 4 a 

X — Z = 77 5 a 

j (* — z) = 38 56 sin. . . . 9,79835 
. id . . . . 9,79835 

r = 0,44444. . . . 9,6478a 

C. sin 1" 5 , 3 i 443 

C.D = 1 1433. . . 5,94188 

correction = 3",i67. . . o, 5 oo 63 

A cause de x > z , le soleil étoit à droite , l'objet que l'on 
observoil avec la tour éclairée étoit à gauche •, ainsi la correc- 
tion est négative. 

On peut déterminer (x — z) par observation, et cela est 
plus commode : d’ailleurs on n’a pas toujours les distances 
M et P, ni la déclinaison du soleil. 
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Voici le procédé , qui est fort simple. ” 

Mettez la lunette supérieure sur zéro , et dans cette posi- 
tion dirigez - la suivant la ligne OC, c’est-à-dire sur la tour 
éclairée. Fixez la lunette inférieure sur la même tour ; elle 
sera aussi sur zéro. Cela fait, dégagez la lunette supérieure , et 
dirigez-la vers le soleil , sans changer d’ailleurs la position du 
cercle , de manière que la lunette inférieure reste constamment 
dirigée sur la tour. •• 

Alors notez l’arc parcouru par la lunette supérieure , retran- 
chez - en la demi - circonférence j le reste sera la valeur de 
(x — x). 

Dans notre exemple , on auroit trouvé pour l’arc 

parcouru aS?* 5 a' 

demi * circonférence 1 8o 

reste = (e — z) = 77 5 a 

Si l’arc parcouru étoit moindre que la demi -circonférence j 
par exemple 157* 5 a' 

On prendroit le supplément à 180 

C’est-à-dire aa’ 8' 

et l’on en concluroit que le soleil est de aa° 8' à la gauche de là 
ligne OC, au lieu que , dans notre exemple, il étoit de 77° 5 a' 
à droite. 

L’observation que je viens d’indiquer ne seroit possible que 
dans le cas où le soleil seroit à l’horizon. S’il a une hauteur, 
comme il arrivera toujours , on dirigera la lunette à vue vers le 
point de l’horizon ou répond le soleil , on suspendra un Cl à- 
plomb devant le centre de l’objectif, et l’on remarquera si 
l’ombre de ce fil couvre bien le milieu du tube dans toute sa 
longueur ; alors on sera sûr que la lunette est bien dans l’azi- 
muth du soleil : si elle n’j étoit pas , on l’y amèneroit par un 
tâtonnement qui ne seroit ni long ni diilicile. 
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Calcul de la Réduction à V Horizon. 

Ce calcul s’exécutera facilement , an moyen des tables I, II, 
111 et IV qui sont â la fin de ce Mémoire. Les deux premières 
sullisenl presque toujours. 

Supposons qu’on ait obserré un angle de. . . . 6i°9'27",3 
entre deux objets dont les distances au zénith aient été trouvée» 

91” 25 ' 5 i" ' 


et 

ç)i 3 z 45 

V 

H 4 - A = 

2 58 36 


H — A = 

6 54 


11 4- A. . . . + 6,746 

V H — A. . . . 

+ 0,010 

+ >2 . «9 


— 34,89 

67,66 


— 0,3489 

i3,4g2 


+ 82,23374 

6716 

n — . . . . , 

1 + 81)884^4 


607 14 
+ 82,23374 

Je fais la somme de ces deux quantités en rejetant les i8o‘, et 
je l’appelle ( H + h). 

J’en fais aussi la différence , que j’appelle (H A). 

Avec (H + h) la table 1 " me donne + (1,746. 

Avec (H — A) la même table donne + 0,010. 

Avec l’angle observé , la table II me donne + 1 2", ig et — 34 ", 8 g, 

Je multiplie 12,19 premier facteur trouvé + 6,7465 le 

produit est + 82,23374. 

Je multiplie pareillement — 34,89 par le second facteur 0,0 lo^ 
le produit est — o, 548 g. 

En réunissant ces deux produits, qui sont toujours de signes 
difiërens, j’ai n = + 81", 88484 . C’est à très-peu près la réduc- 
tion à l’horizon. 
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Pour l’avoir plus esactement , dans la table 111 , avec les hau- 
teurs t* a 5 ' 5 i" et i' 3 ï 45 ", je trouve le facteur 1,0007 , par 


lequel il faut multiplier n 81,88484 

^ 06732 

Ainsi n sec H sec h — 81,94316 


Avec l’angle observé 61° 9', je trouve dans la table IV l’équa- 
tion — o"’,oi 3 ; c’est ce qu’il fauJroit retrancher de n sec H sec A, 
si cette quantité eût été de 100" : mais elle n’est que de 8a j il 
faut multiplier la correction — o,oi 3 par 

(o, 80 * = o,67»4, 

c’est - à - dire qu’il faut prendre environ les deux tiers do 
— o",oi 3 , c’est-à-dire — o"oo9 , et la réduction sera par 
conséquent + 8 i",g 33 = 1' ai",g 33 


L’angle observé est 6t g 2 7 3 o 

Et l’angle réduit à l’horizon 61 10 49 ^3 


On voit qu’on auroit pu , sans beaucoup d’inconvénient, s’en 
tenir à n. Cependant j’ai choisi dans tous les angles observés 
depuis Dunkerque jusqu’à Rodez , celui dans lequel ces petites 
attentions ont l’effet le plus sensible. 

Il arrive souvent que les distances an zénith sont moindres 
que go° ; dans ce cas , le calcul se fait un peu différemment. 
Au lieu de rejeter x8o° en faisant la somme H -f A, on prend 
ce qui s’en manque pour aller à 180°. En voici un exemple. 

Angle observé 4 a° 6' 10", o 

, . f 89° 5 g' 54" tabler* + a,oao ... + 0,01 g 
dist. zemth | gg 5^ 33 u* + 7,g4 .. . — 53,5g 

somme. ... 17g 5 o 17 , + 0,1 588 o, 535 g 

H -b A = 9 43 48 i 8 i 

H — A = 9 3 i — 1,01771 

-t- 0,1688 

71 = réduction — o, 858 gi 

angle observé. - 4 a 6 10,0 

angle à l’horizon. ... 43 6 0,14 


i3.f DE LA DÉTERMINATION 
Après avoir fait la somme des deuic distances au ccnith , j'en 
prends le supplément ’à i8o* , et ce supplément je l'appelle 
H + A. Le reste du calcul comme dans l’exemple précédent. 

Quand la rédi^ction est d’un petit nombre de secondes , et que 
les deux distances au zénith diflêrent peu de 90°, il est inutile de * 
recourir aux tables 111 et IV. 

Réduction de l’angle sphérique horizontal à V Angle 
_ rectiligne entre les cordes. 


Pour calculer celte réduction , il faut commencer par conver- 
tir en minutes de degré les arcs terrestres qui comprennent 
l’angle observé, c’est-à-dire les distances de l’observateur aux 
deux signaux observés. 

On poniToit à cette conversion employer la formule de la 
page 83 , ou 


/ = 


R sin 1" 


(1 + T e* sin* L ); 


mais comme on n’a pas besoin en cela d’une si grande précision, 
on peut faire pour toute la France 


/ = 


K 

sin I* 


(« 


+ 



. Je ne donne point la table que je m’étois faite pour éviter ce 
petit calcul ; on voit qu’elle dépend essentiellement de l’hypo- 
thèse qu’on adoptera pour l’applalissement. 

Quand on aura détermiué les deux arcs terrestres <T et J*', on 
en prendra les moitiés , qu’on appellera P et Q ; on fera la 
somme P + Q et la différence P — Q. Avec ces nombres , on 
cherchera deux facteurs dans la table P* , comme on a fait pour 
la réduction à l’horizon. Avec l’angle réduit à l’horizon , on 
cherchera ]es nombres tang. et cotang. dans la table IL On 
donnera le signe — au nombre tang. et le signe + au nombre 
cotang. 


\ 
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Prenons pour exemple l’angle 6i* io'49"t3, que nous avons 
ci-dessns réduit à l’horizon. J’avois pour cet angle 


P= 8 ', 55 (P + Q) o»o6g (P — Q) 0,000 
.Q= 9j6‘ — >2,19 + 34,89 

P + Q = 18, 16 >0971 0.000 

P — Q = 1, 06 73i4 

réduction . — 0,84111 


angle à l’horizon 61 10 49,3 
angle des cordes 61 1048,46 

On voit combien ce calcul est simple. Le second terme est 
presque toujours insensible , car il dépend de la différence des 
deux arcs terrestres, et cette différence est rarement con- 
sidérable. 

J’ai exprimé P et Q en minutes et décimales de minutes 
sexagésimales ; cela est plus commode pour l’usage de la 
table 1”. 

On obtiendra P et Q directement sous celte forme , en 
faisant 

+ ie‘sm*L). 

K sin 1 

La même formule donnera Q , en mettant au lien du premier 
côté K la valeur de K', K et K' étant les deux cordes qui ren-, 
fermeront l’angle qu’il s’agit de réduire. 

Avant de passer aux calculs des observations d’azimulh ou 
de latitude , il convient de placer ici la solution d’un problème 
qui est souvent utile pour connoître exactement la poûlion 
d’un signal qu’on se propose de placer, afin de savoir d’avance 
s’il donnera des triangles assez bien conditionnés , et se mettre 
en état de calculer les réductions des angles qu’on y observera. 

Il suffit pour cda que de ce signal on puisse appercevoir trois 
objets dont les positions soient connues. 

Supposons que l’on veuille placer un signal en O (_/ïg.7.p/. /.); pic, 5,^,1 j, 
si de ce point on peut observer les trois points A, B, C, dont 




\ 
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i36 DE LA DÉTERMINATION 
la position soit connue, on pourra, sans sortir du point O, 
déterminer les triangles O AC, O AB et OBC. Il suffit pour 
cela d’observer les angles AOB et B OC. La solution que j’ai 
donnée de ce problème , se trouve dans la Trigonométrie de 
Cagnoli. Je sujiprimerai donc ici la démonstration; mais je 
donnerai avec plus de détail que dans l’ouvrage cité les for- 
mules qui renferment les valeurs de toutes les inconnues ; elles 
dispenseront le calculateur de faire aucune figure. 

Faites 

A B sin B O C 
* “ B C sin A O B~ 

S = i8o- — HABC + AOB + BOC) 

. tang 2 = cot ( 2 - + 45 *) tang S 
0AB = P = S+ 2 


OCB = Q = S 


OB = 


A B sin P 
sin AOB 


BC sin Q 
sin B O C 


ABsin(P + AOB)_ACsin(Q — AOB) 
sin AOB ■~sin(AOB + BOC) 

BCsin(Q + BOC)_ACsin (P — BAC) 
sinBOC ~sin(AOB + BOC)\ 

Si , an lieu du point connu B , on avoit observé un point 
connu F en-deçà de la ligne A G , on anroit des formules sem- 
blables, et qui ne dilTéreroieut des précédentes que par la 
lettic P substituée à la lettre B. Seulement dans la seconde 
formule , il faudroit mettre ( 36p“ — APC) au lieu de ABC , 
et l’on auroit 


S=i8o*— i(36o*— APC+AOP+POC)=^APC— AOP— POC). 

Il faudroit aussi dans les septième et huitième formules chan- 
ger en -t- le signe — . 

Pour donner encore plus de généralité à ces formules , j’ap- 
pelle premier objet celui qui est le plus à droite , second 

objet 


i 
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objet celui qui est à la gauche tlu premier , et troisième objet 
celui qui est à la gauche du second. 

A l’angle au premier objet entre les deux autres; 

0 B l’angle au second objet. 

C l’angle au troisième objet. 

a la distance du premier au second objet. 

b la distance du second objet au troisième. 

c la distance du premier au troisième. 

m l’angle observé entre le premier et le second objet. 

n l’angle observé entre le second et le troisième objet. 

D la distance de l’observateur au premier objet. 

D' distance de l’observateur au second. 

D" distance de l’observateur au troisième. 


Faites 


tang X = (i) 

• O sin /n 

S = i8o* — I (B + w + n) (a) 

ou 

S = 7 (B — m — n) 

selon que le second objet est au-delà ou en-deçà de la ligne c , 
qui joint le premier objet au troisième. 

tang Z = cot ( X -H 45’ ) tang S (3) 

y; = S -h X (4) 

7 = S - r (5) 

^ 2 changeroit de signe si la tangente de z étoit négative. 

Qsiny> ^ bsinç 

sia rn sin n • • • 'V > 

D _°sin(/ )-|-7n) _ csin (ç—c) 

sin OT sin (in + n) 


D" = _ t-sin(/?— A) 

siu n sin {m /;) 
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. Dans les formules (7) et (8) , on mettra (y + C)et(p+A) 
dans le cas où l’objet du milieu seroit en-deçà de la ligne c. 

Si la somme {rn + n) des deux angles observés se irouvoil 
de 180* juste, ce seroit une preuve que l’observateur seroit sur 
la ligue c qui joint le premier et le troisième objet. 

_ ... « 

Dans ce cas ^ on auroit sm = sin /2 et tang x = j ^ 

O 

s = 1 80' — i ( B + 1 80» ) = 1 Sü* — go* — i B =7 90“— I B. 

Z. seroit la demi-dilTérence des angles A et C , qui est connue j 
on auroit /> = A et y = C. • 

Dans les formules (7) et (8) , on auroit 

q — C=o, P — A = o, sin(r7i + n)=o. 

D et D" ne pourroient se calculer que par une seule formule j 
car la seconde donneroit 

C sin O „„ C sîn o 


D = 


et D" = 


sin O sin O 

Tout le calcul se réduiroit à celui de deux triangles rec- 
tilignes. 

Si la somme (m n) surpassoit 180’, ce seroit une preuve 
que l’observateur .seroit dans l’intérieur du triangle connu ; et , 
dans ce cas , il faudrûit écrire (C — y) et (A — p) dans les 
secondes expressions de D et D . Les autres formules n’éprou- 
Teroient aucun changement. 


Type du Calcul. 

Supposons que l’on ait trouvé par observation 
m = ZV 32' i",5 
n = 5.^ 45 6 , 2 

m+/i=8g 77,7 
et que le triangle connu donne 

A = 63 “ > 3 ' 4 o ",8 
B = 77 3a 4i ,0 
C — 3g i3 58,3 


> 

•1 « 
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et les logarithmes suirans pour les trois côtés 


logo. . 
logé. . 

• ' • log c. . 

B 77*3a'4i",o 

m+ n .89 7 7 >7 

B + m + n 166 3 g 48»? 
^(B + w+«) 83 19 54,5 


S 

Z 

. . 96 4 o 
.. 5 58 

5,6 
3 , 0 

P 

. . 102 38 

8,6 

9 

. . 90 4 a 

2,6 

n. ..... . 

. . 54 45 

6,2 

y + R. . . 

. . 145 27 

8,8 

P 

. . 102 38 

8,6 

m 

. . 34 22 

1,5 

P 4 - m... 

. . 137 0 

10, 1 

P 

. . 102 38 

8,6 

A 

. . 63 i 3 4o> S 

P — A. . , 

, .. 3 g 24 

27,8 

y 

. . 90 43 

2,6 

c 

. . . 3 g i 3 

38 , a 

ywC... 

oc 

24,4 


. 4 iOsoi 55 g,i 
• 4,1699204,9 
. 4,2088199,0 

log a. . . . . . 4 ,oaoi 539,1 
C.sin/ra. .. o,a 4834 i 5,3 
C. log b. . . 5,8300795,1 
sin n 9 ,giao 4 o 7 ,o 

tangjc— 45 ° 4^' o ",6 o,oio 6 i 56,5 
45 

cot 90 4 a 0,6 — 8,0871003,8 
lang S. . — 0,9321427,2 

tangs= 5° 58' 3 ",o+g, 0192441,0 

Ou a marqué du signe — les deux 
tangentes , parce qu’elles appar- 
tiennent à des arcs plus grands 
que 90*. 

On a marqué du signe + la tan- 
gente de Z , parce que le produit est 
composé de deux facteurs néga- 
tifs. 


a 4,oaoi53g,i 

C. sin m o,24834i5,3 

sin {p ■+■ ni ). . 9,8537605,7 

D. . . 12654,8a 4,1032660,1 

a 4,0201 53g, 1 

C.sin m 0,24834 1 5,3 

sin P 9,9893521,6 

D'. 18107,05 4,2678476,0 

b 4, >699204,9 

C..sin n 0,0879693,0 

sin ( y -i- n ). . . 9,7036520,7 
D'... 10269,01 4 ,oii 53 i 8,6 


c. : 4,2088199,0 

sin (y — C). . . 9 , 8 g 3384 i ,9 

C. sin (m+n). . o,oooo5i3,7 

D. . . 12654,81 4,1022554,6 

3 . ....... . 4,1699304,9 

C . sin R 0,0879693,0 

sin y . 9,9999675,7 

D'. .. 18107,04 4,2678473,6 

c 4,2088199,0 

C sin {m+n) o,oooo5i3,7 
sin(/> — A). . . 9,8026606,5 
O"... 10269,01 4 ,oiiô3i9,3 

S 2 
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On a ainsi de deux manières chacune des trois distances du 
lieu de l’observation aux points connus. Si l’on trouve la même 
chose par le double calcul pour chaque distance , on sera cer- 
tain de ne s’ctre pas trompé j et c’est pour qu’on ait cette 
vérilicatiou que j’ai donné double formule. 

F.'G. 2. D est la distance O A {fig. 2. ) , D' la distance O B , et D" la 
distance O C 5 jo est l’angle O A B , y l’angle O C B. Par consé- 
quent , {p m) — 180° — OB A, et q + /» = 180° — O B C ; 
( /J — A ) est l’angle OAC, et (y — C) l’angle O C A ; on 
connoît donc tout , angles et côtés , dans les trois triangles 
OAB, OBC, OAC. 

Donnons maintenant un exemple pour le cas où l’objet du 
milieu, au lieu d’être en B par-delà AC, seroit en -deçà, 
comme en P. 

Supposons qu’on ait les données suivantes ; 


A 34°32'5i",o log a 4 ,o 5 aq 238 ,G m 34° 22' i ®,5 
B 102 27 19,0 b 3,^728153,6 n 54 45 6, a 

C 4 a 6g 5 o,o c 4,2088199,0 m + « 89 7 7,7 

log a 4,0629238,6 

C.log b 6,0271840,4 

sin n 9,91 2o4o7,o 

C.sinm o,24834i5,3 
langx = 60° 6 ' 36',5 0,2404907,3 

_45 

(v4-45’) jo5 6 36,5 


B.... «02° 27' 19", O 
{m + n) 8 9 7 7,7 

B — «3 20 11,3 
S. . . . 6 4 n 5,6 

Z — 1 48 29, O 

p . . . . 4 5 i 56, 6 
y 8 28 34,6 


cot (2; + 45°) — 9 , 43 1 4 807,4 
tangS + 9, 067835, •i, 7 
tg;— 1° 48 ' 29",o — M 99 ^ 36 i, « 


p , , . 4“ 5 1' 36", 6 
m. . . 34 92 « , 5 

( pi - m ) 3g «3 38, t 

p . . . 4'5 i' 56",6 
A. . . 34 3a 5i , o 
(p + A)3g 24 27,6 


y. . . 8° 28' 34", 6 
n . . . 54 45 6 , 2 
y 63 i3 ,jo, 8 

y... 8° .->,8’ 34",6 
c. . . 4a 5() 5o,o 

(y + C) 5 i 28 24,6 
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a 4 ,o 5 ag 258,6 

_ C.sin m. . . . o,a 4 ^ 3 -ii 5,3 

gin (/)+ w). . 9,8009905,3 

D ia 654 , 8 i 4,ioaa557,i 

a ; sin m. . . . 4,3oi2653,g 
gin P 8,9280073,3 

D' i 6 g 5 , 4 o 3,3292727,2 

b 3,9738153,6 

C.sin n. . . . 0,0879593,0 
gin(y+/j). . . 9,9507572,6 

D* 10269,09 4,011 53 19, a 

c 4,2088199,0 

C sin (m+n) o,oooo 5 i 3,7 
gin(y+C). . . 9,8933847,1 

D 12654,82 4,1023569,8 

5 ; sin n. . . . 4,0607745,6 

sin y 9,1684987,5 

D' 1695,40 3,2292734,1 

c:sin (wi+n) 4)2088712,7 
sin (p + A). . 9,8026601,3 

V - - - 

D" 10269,08 4 )Oii 53 i 4 ,o 

On voit que les distances D et D" sont les mêmes que dans 
le calcul précédent j et cela devoit être. Quant à la distance D' 
on OP, elle doit dilTérer du D' du calcul précédent de toute 
la quantité P B. 

Nous allons maintenant calculer un exemple , dans lequel 
l’observateur étoit dans l’intérieur du triangle. Les lignes a,b,c 
sont les distances d’Amiens à Sonrdon , Villers-Bretonneux et 
Vigiiacourt. . . . 
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A.... 49* 4' i3",o loga. ... 4 >ooii 35LS 6o*3i'53®,3_ 

U 99 5 49*’ A... 4,1571938,7 « i3o 44 16,5 

C. ... 3i 4g 57,8 c. ... 4,2734343,6 m+nigi 16 10, 3 

log a . ... 4,0011254,8 

C.log b...-. 5,84a8o6i,3 

C.sin m. . . , 0,0601677,5 
' sin n . . . . 9,8794987,9 

lang*... 3i° 16' 54",2 9,7835981,5 

45 

(x+45’). ..76 iG 54’,» 


B... 99° 6' 49*, a cot (*+45 *) 9,5875886,1 
(ot+« ) 191 16 10,5 tang S. . . 9,8iaaG68,3 
(B+m+n)a9o ai 69,5 z...g°38'6",4 9,2298534,4 

-':B+/n+/i) i45 10 59,75 

S... 3.f 4g o, 25_ p.... 44° a7' 6",6 q... 35*io'53",8 

X. ; . 9 58 6,4 m .... 60 5i 53,8 n... i5o 44 16, 5 

p . . . 44 37 6,6 (p+i») io4 5g o,4 (7+/j)..i55 55 10, 3 

q . . . 25 10 53,8 

C.... 3 i°49 '5/',8 A... 49° 4'i3",o 

q,... a5 10 55,8 p... 44 37 6,6 

(C — q) 6 59 4,0 (A — p) 4 37 6,-t 


a 4,001 ia54, 8 

C.sin m. . . 0,0601677,5 
sin (/> + /n) 9,9849773,8 

D. .. . iiia4,a5 4,0463706,1 

<2 : sin m. . . 4,o6iag3a,3 
sin p. . . 9,8453899,9 
D'. . ; , 8064,61 5,9065853,3 

b : sin n . . '. 4,2776950,8 
sin (ÿ + n). . . 9,6106806,9 

D". . . . 7733,49 3,8885757,7 


c 4,2734543,6 

C.sin {m + n) 0,7090308,0 
sin (C — g) 9,0657957,4 
D... 11134 , a 5 4,0463709,5 

b . . : 4,1571958,7 

C.sin n. . . . o,i2oSoi3,i 
sin q . . . . 9,6288882,3 

P'.... 8 o 64 , 6 i 3 , 0065833,0 

C:sin(wi + n) 4,9824751,9 
sin (.\ — /») 8,9059026,4 

D".... 7755,53 3,8883778,3 
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Il y a quelque légère différence entre les deux valeurs de D '; 
la première est la plus sûre ; car il sniHroit d’un dixième de 
seconde d’erreur sur (A — p) pour expliquer la différence. 

Si les trois points A, B, C n’éloient connus que par leur dis- 
tance à la méridienne et à la perpendiculaire d’un lieu donné , 
par exemple à l’observatoire de Paris , on pourroit trouver 
directement la distance de l’observatoire à cette même méri- 
dienne et à cette même perpendiculaire par les formules 
suivantes. 

Soit A l’angle observé entre l’objet le plus â droite et l’objet 
qui suit immédiatement en allant vers la gauche , B l’angle 
observé entre l’objet le plus à droite et l’objet le plus â gauche. 

M', M", M'" les distances des trois objets connus à la mé- 
ridienne. 

P', P", P " les trois distances à la perpendiculaire. 

Cherchez un angle t par cette formule 

(M'"— M') coiB — (M M') côt A— (P'"— P' ) 

^ cot A — (P'"— P') cbt B — (M'"— M ) ’ 

puis une quantité x par l’une des deux formules suivantes. 

(M" — M') cos ? cos ( î — 'M + ( E” — P ) cos e sin (? — A) 

. ^ sin A. 

( M'" — M ’) cos ; cos ( s — B ) H - (P'" — P*) cos t sin (j — B) 

^ sin B ’ 

puis y~ — x tang ?. 

Alors , nommant M et P les distances de l’observateur à la 
méridienne et à la perpendiculaire , on aura 

M = M'— P=P' — X. 

Soient à présent D', D", D'" les distances de l’observateur 
aux Iroi* points connus , on ' - • * 



cos ^ 


cos (ï A) 

Cüs(? — Ji) 


I 

— « 


( 


{ 

I 

i 

•V. * 


1 


« 

i‘ 

; 

r 

1 

» 

* 

I 

« 

! 

.1 

) 
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Ponr ces trois formules , il est inutile de faire attention aux 
signes des cosinus. 

Ces formules sont générales ; mais il faut faire attention à 
tous les changemens de signe ; elles supposent que les M sont à 
l’ouesi de la méridienne. Si elles étoient à l’est , on leur donne- 
roit le signe négatif. Elles supposent encore que les P sont au 
nord. S’ils étoieut au midi , ils deviendroient négatifs. 

Pour connoître la valeur exacte de ? , il faut faire attention 
an signe du numérateur et du dénominateur de la fraction qui 
donne tang t. Si tous deux sont positifs , f sera dans le premier 
quart. 

Si le numérateur est positif et le dénominateur négatif, ? sera 
dans le second quart , c’est-à-dirp qu’il faudra prendre le sup- 
j)lément à 180° degrés de l'angle donné immédiatement par les 
tables. 

Si le numérateur est négatif et le dénominateur aussi néga- 
tif, ; sera dans le troisième quart , et il faudra ajouter 180” a 
l’angle donné par les tables. 

Si enfin le numérateur est négatif et le dénominateur positif,- 
f sera dans le dernier quart , et l’on prendra le supplément à 3Go* 
de l’angle donné par les tables. 

Ces règles ont leur application toutes les fois qu’on trouve 
une tangente au moyen d’une valeur fractionnaire. 

Pour exemple de ces formules , nous allons chercher la dis- 
tance de Villers-Bretonneux à la méridienne et à la perpendicu- 
laire de l’observatoire de Paris , en prenant toutes les données 
du problème dans la ^ùridiennc vérifiée. 

Angle entre Vignacourt et Sourdon = A = gq* 5' 45", o 

Angle entre Vignacourt et Arvillers = B = i5g 26 34,0 

Pour Vignacourt M' = -H 5i4S,5 P' = + 67084,75 
Pour Sourdon M" = — 2Ô2g,o P" = + 4i)865,oo 
Pour Arvillers M"'= — u534,3 P"'= + 5i884,75 

t 

On voit que tous les P sont au nordj M" et M'" sont négatives , 
parce qu’elles sont à l’est. 

Cela 
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C«Ia posé , le calcul se fera comme il suit ; 

M"'= — ii534,3 ■ M"=— 23sg,o P''= + 5 1884,75 

M' =— 5148,5 M'=+ 5i48,5 ' P" =+49863,0 

(M'"— M') = — 16682,8 7477,5 (P'"— P')=+ 3031,75 

P" =,+ 49863,00 P"'=+5 i 884,75 M'"=— ii 534,3 

P' = + 67084,75 P' =+67084,75 M"= — 2329,0 

(P"— P') = — 17321,75 (P'"-P)=— i5aoo,oo (M"'-M") — 9205, 3 

+ CM'"—M')=— 16682,8 — 4,2222690 ~-(M" — M')= + 7477,5 + 3,8737664 
cot B = 159° 26' 34",o — 0,4269416 cot A = g9°5' 45", o — 9,2043899 
+ 44484,7 +4,6482106' — *'97j> — 3,0781463 

premier terme +44484,7 
+ 43287,6 

■ _ , • . — (P'"_P")= — 2021,75 

numérateur = +4i 265,85 


+ (P' — P') = — 17221,75 — 4,2360773 — (P'"— P')=+i 520 o,o + 4 ,i 8 i 8436 


cot A — 9,2043899 

+ 2767,2 + 5, ■*404672 

CO 

t B 

4 o 53 o ,8 

, . 0,4259416 

— 4,6077862 

premier terme 

+ 

2767,2 


M") = 

compl. log. dénominateur = 

+ 

'37773,6 
92 o 5,5 
28668,3. . 

f 

. — 5 , 544 1 156 

■ log. numérateur = 

4 - 

41265,85 

+ 4,61 55908 

* =i 24 ” 4 i' 4 i" tang * = 

i 24 * 4 i' 4 i" 

— 0,1697064 


A = 99 5 45 B = 169 q6 34 

(e — A) = 26 55 56 (î — B) = SaS i5 7 

ou — 34 44 53 


cos 9 — 9,7662677 
C. sin A + 0,0054968 
(M"— M') — 3,8737664 
cos (s — A) + 9,96^1299 
+ 5887,3 + 5,5896^8" 

premier terme 

X x= 

✓ 


cos f — 9,7662677 
C.sinA + 0,0064958 
■ (P"_P') _ 4,2660273 
sin (?— A) + 9,6365524 
+ 4s88,9 + 3,632323j 

+ 3887,3 

8176,2 

T 
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cos » — 9,7.552677 cos r — 9,7552677 

C.sin B + o, 4545 iC-è C.sin B + o, 45 i 5 i 64 

(M'"— M) — 4 ,aa- 2269 o (P"- P,) — 4 ,i 8.8435 

• cos(ÿ — B) + 9,9146954 sin(s — B) — 9 , 75585 ii 

+ aaaao,a + 4,34(37485 — i 4 o 43,6 — 4,1474788 

premier terme + aaaao,a 
•T = + 8176,6 

ci-dessus a: = + 8176,3 

par un milieu x = 4- 8176,4. . . . + 3 , 9 ia 56 ai 

— tQng f + 0,1697064 

, > = + «i 8 io ,5 + 4 , 07 aa 685 

M' = + 6 i 48,5 

M = M' — y = — 666a,o P'= +67084,76 

. X = 8176,4 

P = P' — X = 58908,55 

la Af^ridüennes'eri^^ donne M= — 666 a ,5 et P = 58907,76 

Dans ce problème, les distances D', D" et D'" sont asse* 
inutiles. Si pourtant on veut les connoîlre , en voici le calcul : 

log X 3 ,gia 56 ai x= 8176,4 

C.cos » o,a4473a3 - + (P"— P')= — i7aai,75 

D'=i 4364,6 4,1672944 — go 45,35 — g, 9564 a 54 

i 4565,6 Mérid. vérif. C.cos(»— A) 0,0448701 

D" = iooag,9 4 ,ooiag 55 

Mérid, vérif. iooag ,5 . 

X = 8176,4 

(P'”_P') =_i 5 aoo,o 

/ , . . 7oa3,6. . . 3 , 84655 g 8 

C.cos(» — ^B) o,o853o46 

r; ' D'" = 8548,0 3,9318644 

Mérid. vérif. 8547,3 
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Pour la démonstration de ces formules , il faudroit une 
figure particulière , que le lecteur pourra faire d’après ce qui 
suit. 

’ Imaginez la méridienne ON menée de l’observatoire vers le 
nord , c’est-à-dire de bas en haut ; la peri>endiculaire O V vers 
l’ouest ou de droite à gauche. 

Dans l’angle formé par ^ ces deux lignes, placez trois points 
A , B et C de droite à gaUche , de manière que A soit le plus 
près de la méridienne et le plus loin de la perpendiculaire , 
C le plus loin de la méridienne et le plus près de la perpen- 
diculaire. Enfin donnez à B une position intermédiaire entre 
A et C , tant par rapport A la méridienne que par rapport à la 
perpendiculaire. 

De chacun des trois points A , B , C , abaissez des perpen- 
diculaires sur ON et OP. 

Dans le même angle N O V, mais plus près de ON et de OV, 
placez un point D, et menez DA, DB et DC. De ce même 
point D , menez la perpendiculaire D d sur O N et Dp sur O V; 
prolongez pD par en haut jusqu’à son intersection avec les 
trois distances de A, B, C à la méridienne , marquez ces inter- 
sections par les lettres urs , ea commençant par en haut. 

D est le lieu dont on demande la position , c’est-à-dire qu’il 
faut déterminer M = DfZ et P = Dp = d O. Soit Au = y 
et D « = X , le triangle A D donne 

y = X tang A D « = — x tang ADp — — x tang f. 

Le triangle B D r donne 

B r=y + M" — M'= D r tang B D r= (x + P" — P') tang ( 1 8 o — t + A) 
. = — (x-i- P"— F) tang (s — A). 

Le triangle C D s donne pareillement 

y -P M'"— M' = — (x-l- P'"— P') tang (? — B). 

^On a donc 

y.= — X tang (s— A) — (P" — P') tang(» — A) — (M* — M') = — xtg s 

j^=-xtang(»— B)-(P'"-P')tang(»— B)-(M"'7M0=-xtg?; 

T s 
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d’où ^ 

ar[tang» — tang(* — A)] = (P* — P')tang(» — A)+ (M* M'), 

et ' ' 

* [tang ♦ — lang — B)] = (P'" — P') tang (• — B) + (M"' — M ) 

= (P* — P') tang (» - A) + (M* - M') 

cosf cos(» — AJ 

~ = (P"'_P ) ung (♦ - B) + (M'"- M'J ; 

cos f cos(» — B) 

d’où 

(P' — P ) cosssin (p — AJ + (M" — M') cos » cos (* — A) 

X = ; 7 ■ 

sin A • , 

_ (P’"— P') cos s sin (s — B) + ( M'"— M'J cos t cosÇ» — B) 
■* sin B 

•v , . • • n J • A 

ou 

ar = (P"— P') cos f sin «> col A — (P"— P') cos f cos ♦ 
4 - ( M" — M') cos f cos P col A + ( M' — M') cos ? sin s , 

X = (P"'_P') cos P sin s cot B — (P'" — P') cos p cos P 
+ (M'" — M'J cos • cos P col B + (M" — M') cos p sin «. 

Egalant ces deux valeurs, et divisant par cos* » , ^ 
(pr'^P'jcotAtangf— (P"— P')+(M"— M'JcolA + CM"— M'Jtang» 
= (P'"— P')coiBtgS-(P'"-P')+(M"'-Mî)colB t-(M"'-M')igP 
(P’'_P')cotAtgP+(M"-M')tg?-(P"'-P')cotBtgs-(M"'-M')igP 

1 = (M"'_ M'J col B — (P"'— P') — (M"— M'J cot A + (P"— P ) 

- (M"'— M'J coi B — ( M"— M'J cot A — ÇP'"— P") 
tang P — -,rps_p,j A _ (p"'_p ) cotÉ — )' 

Quand on aura ♦, x et ces formules , on en déduira 
M=sDrf = Aa — Au = M' — J” et P =/ju — D« = P'— xj 
oh aura enCn 

D — D V — P" _! A K _ X _ ' y 
!.cos ADtf sin DAm cos # sin p 
w np- J x4-(P--P'J _ ^ + (M"-M'J^ 

cosBDr sinBDr cos(® — A) sin(* — A) 

D-= D C = >. 

cos (v— B) sin Q — B) 
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Une solution de ce problème, communiquée parlecit. Prony, 
m’a donné l’idée de celle qu’on vient de lire. 

Cette manière de déterminer la position d’un lieu est un peu 
plus longue , et demande un calculateur plus exercé que la 
précédente, qui emploie le triangle formé par les trois objets 
connus. L’une et l’autre peuvent être très-miles pour fixer la 
place des objets secondaires dans un plan topographique. 11 
n’est besoin d’aucun signal nouveau : quelques observations très- 
faciles suffiront pour placer tous les points , d’où l’on en découvrira 
trois autres dont les positions seront connues. 

Avant de passer à un autre sujet , je vais donner encore la 
solution d’un autre problème qui m’a été utile quelquefois , et 
qui apprend à fixer la position de deux points , d’où l’on apper- 
çoit deux autres points dont la distance est connue. Lagrive a 
donné la solution de ce problème dans son Manuel de Tri^o- 
noméirie ; mais sa méthode n]est pas la plus simple qu’on pût 
imaginer. 

Supposons que l’on connoisse la distance AB a.), et FIC. 2. 
qu’on veuille déterminer OC, OA, OB, CA et CB sans être 
obligé d’aller en A ni en B. 

Au point C , mesures 'les angles B CA, ACO j au point O, 
mesurez AOB et BOC. ' ' * 

. ' AC 

Soit tang X = — , on aura 

tang 7 ( A B C — C A B) = tang (go° — 7 A C B) t ang (v — 45 ‘). 

Mais 

COsinAOC_COsin(AOB+BOC) _ CO sin (AOB + BOC) 
sinOAC-"^ sin(ÂOC+ACO) “ sin (.WB + BOC + ACO) 
CO sin BOC _ CO sin BOC CO sin BOC 

^ ® ~ ”Tïn OBC” “ _^(BÔC BCO) — sin (BOC -t- BC A + ACO) ’ 
donc 

A C sin (AOB -f- B OC) sin (BOC + BCA -f- ACO) 

tang * — q. bcxJ - f- ACO) sin BOC 

Tout est connu dans le second membre; on connoîtra donc 
tang x; on connoîtra donc tous les angles du triangle ABC , et 
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à l’aide du côté AB on en déduira BC et AC. Alors dans' le 
triangle B CO, dont on connoît les angles arec le côté BC, 
on connoîtra CO et BO; eniin , dans le triangle A OC, on 
pourra calculer O A et CA. 

Ce qui vient de se faire par le triangle B C A , peut s’exécuter 
de nicrae par le triangle AO B; on arriveroit à des formules 
toutes semblables , mais qui emploieroient une autre combi- 
naison d’angles , et qui donneroient une vérification utile de ce 
qu’oq auroit trouvé par les premières. 

Pour dispenser le calculateur du soin de faire une figure , 
soit m la distance connue AB. 

a et b les angles pris à la première station en allant de droite à 
gauche , c’est-à-dire les angles A O B et B O C ; c et d les 
angles pris à la seconde station , toujours en allant de droite 
à gauche , c’est-à-dire OCAetACBjD, D', D", D'" et D'*' les 
cinq distances inconnues, suivant leur ordre de gauche à droite , 
c’est-à-dire OA, O B , O C , CA et C B. 

La double solution sera renfermée dans les formules sui- 
vantes : 


tgAT = 

Igr = 
P = 
D = 

D' = 

D" = 

D"' = 

D"'= 


sin Cc + «0 s*" (fi-^b+c) 
sin c sin (é-f-c-t-d) 

= ‘g(^— 45 °) tg(90°— » 
:9o”-ia-(-z,y=9o"-ia-j: 
m sin çr 
sin a 
m sin P 
sin a 

D' sin (6-f-c-|-d) 
sin (c + d) 

D sin (a+ b) 
sin c 

msin {a-¥b-\-c-fp) 
sin d 


, sio(a-4-é)sin(é-t-c-f-d) 

sinésin (o-t-é-j-c) 
tgs'=tg(*'-45")tg(90°— id):.(s) 
^'= 9 o°-îrf*-z', 7=go’-Ad-z'.(3) 
m sin (ô-l-c — q) 


D = 


sm a 


...(4) 


Sin a ' ' 

p,.^^ sin(u-|- 6j^) 

(7) 

( 8 ) 


sin c 


sin d 


main y 
sin d 
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Pour essayer ces formules y appllquons-les à l’exemple cal-- 
culé par Lagrire. 


m '= 26a5 a + i=n5“ j 

= 60“ o + é+c= i58 go° — J 
= 55 b + C= 98 i: 

c = 43 c+rf= 100 90° — j 

d= 5 j b+c+d= i 55 

sin (c+rf). . . . 9,99335 
sin (a + A+f). . . 9,57558 


C . sin c. 

0,16633 

C-sinC^i+c+rf). . 

0,37405 

tangar=5a* 0' 2",5 

0,10720 

— 45 

• 

lang 7 0 3,5 

9,08919 

tang 60 0 0 

0,23856 

tangz = 13 0 37,0 

9,33775 


/> = 7a O 27,0 
y = 47 69 33 


1 = 5 o* 

' a+b^( 

:=i 58 '’ 0' 


1 = 60 

T 

» = 72 0 

a?" 

r= 28 

3 o' a+b+c+p 

1 =a 3 o 0 

27 

r = 6i 

3 o q 

' = 5 o 0 

3^ 


a-\-b + c~q 

'=107 5 g 

57 


b-i-c — q 

’’= 47 5 g 

3 ? 

sin 

(a-t~b), • , , 

9 > 957=8 


sin 

(b + c+d). . 

g, 62595 


C. 

sin b. ... . 

o,o 8664 


C. 

sin (<n -5 + c) 

0,43643 


tang x' 

= 5 Ui 8 ' 0" 

0,09639 



45 



tang 

6 18 0 

9 ,o 4 ag 7 


tang 

61 3 o 

0,26524 


tang 2 

= 11 39 37 

g, 3 o 8 ai 


P' 

= 73 5 g 37 



9' 

= 5 o 0 23 




m , . . 

3,41913 

m , . . 

3,4igi3 

C.sin a , , . 

o,o6a4f7 

sin ( b + c — q ') 

9,87105 

sin q , • . 

9,87103 

C.sin a , . . 

0,06247 

D = 235a, 3 

3,35a6a 

D = 2363,5 

3,55a63 

■ • • 

3, 41913 

m . . . 

3,41913 

c.sin a . . . 

0,06247 

C.sin a. . , 

0,06247 

sin p . . . 

9,97833 

sin (a + b + c — q ') 

9,9782a 

D ' s= 2883,8 

5,4598 a 

D' = 3882,8 

3,45982 

D'. . . 

5,45982 

D. . . 

3,55263 

C.sin ( c + d ) 

o,oo665 

sin (a+A.+ c). . 

9,57358 

sin (ô+c+rf) 

9,63595 

C.sin c . . . . 

o,iG6aa 

D" = 1237,1 

3,09243 

D" = 1237,2 

3,09243 


V 
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D. . . 

5,3536a 

m. . . 

3,4i9i3 

C.sin c. . . 

0,1(1623 

sin p. . . 

9,98068 

sin (fl + b). . . 

9,95728 

C.sin d. . . 

0,076.(1 

D ' = 3993,1 

3,47613 

D" = 3993,1 

3,4761a 

m. . . 

3,4191 3 

m. • . 

3,41913 

C.sin d. . ; 

0,07641 

sin g\ . . 

9,88439 

sin (a + b+c+p) 

9,88^3 o 

Ce sin d. , . 

0,076(1 

D"'= a5()7,9 

4 

3,57984 

D"'= 3597,9 

3,57983 

Si * < 45° , tang ( 

X — 45°) sera 

une quantité négative , et 


Z changera de signe. 11 en est de même pour x' et z'. 

Sans chercher de formules particulières , on pourroit résoudre 
ainsi ce problème. 

Supposez C O = 1 . Alors , dans le triangle CAO, tous aurez 
les trois angles et un côté; vous calculerez AO et CA, que 
vous aurez en parties de CO. Dans le triangle OBC, vous 
connoîlrez aussi les trois angles et un côté. Vous chercherez BC. 
Alors , dans le triangle B C A , vous aurez les deux côtés CB, 
et CA avec l’angje compris C; vous calculerez le côté AB, 
que vous aurez par-là en parties de C O. Alors vous ferez celte 
analogie : 

La valeur calculée de A B : la valeur véritable de A B :: la 
valeur calculée d’un côté quelconque est a sa valeur véritable j 
ce qui revient à ceci. 

Faites 

log« = log (valeur véritable de AB) — log(valeur calculée de AB). 
Ajoutez log. U au logarithme de chacun des côtés trouvés par le 
calcul hypothétique , et vous aurez les logarithmes des véritables 
valeurs. 

Les exemples donnés jusqu’ici ont dû familiariser le calcula- 
teur avec l’attention qu’on doit aux signes algébriques de chacun 
des facteurs qui’entrelit dans les dilférens termes d’une formule. 
Celte règle si simple dispense de toute autre considération , 
et du soin assez embarrassant de construire dea figures à chaque 

• cas 
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cas qui peut se présenter. Désormais je serai moins prodigue 
d exemples qui n’apprendroient rien qu’on n’ait pu déjà remar- 
quer dans ceux que j’ai déjà donnés. 

La formule de la page 43 , qui sert à trouver la différence 
entre une ligne brisée et la ligne droite qui aboutit aux mêmes 
points, est d’un usage bien fatile. Tous les termes en sont 
essentiellement positifs ; ils se déduisent les uns des autres 
d’une manière très-simple. Quand on a calculé le premier , qui 
est (i -H c) X y AT, on obtient le second en multipliant le pre- 
mier par 7 X ; le troisième est égal au second , multiplié par 
-H i = î ^ ; le quatrième est égal au produit du troisième 
par i .T. Les facteurs suirans seroient x , jr. En sorte 

que les numérateurs et les dénominateurs forment deux pro- 
gressions arithmétiques dont la différence commune est le 
nombre 3 , et que la différence entre le numérateur et le déno- 
minateur est toujours le nombre 5. 

Correction des Distances au Zénith. 

La formule qui sert à corriger les distances au zénith obser- 
vées près du méridien , ne présente aucune difiiculté ; mais 
l’application en deviendroit bien fastidieuse , si on vouloit la 
calculer pour chaque distance observée : car on peut avoir en 
une seule nuit un grand nombre de ces distances. Il convient 
donc de faire une table qui fournisse ces réductions toutes 
calculées pour l’étoile qu’on aura choisie. 

L’étoile polaire est celle qui mérite la préférence ; elle se 
voit en tout temps , et pendant une partie de l’hiver on peut 
observer dans une même nuit les deux passages au méridien , 
l’un au-dessus et l’autre au-dessous du pôle j en sorte qu’en 
peu de jours on peut déterminer la latitude d’un lieu à la pré- 
cision d’une seconde. 

Ce sera donc la polaire que nous prendrons pour exemple. 

Pour calculer la table de réduction , il faut connoître à-peu- 

V 
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près la déclinaison de l’étoile , et la hauteur du pôle pour le 
lieu de l’observation. Une erreur de quelques secondes sur 
chacun de ces élémens n’est d’aucune considération. 

Supposons que la latitude soit L = 5 i° a' lo* 
la déclinaison. . D = 88 la 5 o 

D — L = 37 10 4 o 
D + L =159 i 5 O 

Le calcul se fera comme il suit. 

Passage supérieur. Passage inférieur. 

Log a o, 3 oio 3 


C • sin . . 5 , 31443 

cos D 8,4937a 

cos L 9,79853 

3 î 9 ° 77 * 3,90771 

. C.sin (D — L) 0,31876' C.sin(D4-L) o,i 85 a 5 

log a — 4>*2646 log a + 4,09396 

a log a + 8,36292 a log a. . . . — 8,18692 

ï 9,69897 9 ,G 96‘)7 

sin i" 4,08557 4,63557 

cot(D — L). . o,iaoo8 cot(D + L). . — o,o 6407 

log b, . .■% . + 3,76754 log b + 2 , 633 i 3 


Quand on aura ainsi déterminé les logarithmes constans 
a et 6 , tant pour le passage supérieur que pour le passage 
inférieur, le calcul de la table de réduction s’exécutera par 
l’addition successive dés différences logarithmiques de sin* ^ P 
pour le premier terme de la formule , et par celle des diffé- 
rences logarithmiques de sin^ 7 P pour le second terme. Le 
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Iroisicme terme est toujours insensible. Ployez l’exemple de 
ces additions à côté de ces deux tables à la ün du Mémoire. 

Pour le passage supérieur, le premier terme est négatif et 
le second positif; mais comme celui-ci est toujours plus foible 
de beaucoup , la réduction -est soustractive. 

Pour le passage inférieur , les deux termes sont positifs , et 
la réduction est additive. 

Quand on veut observer une même étoile pendant un mois 
ou_ deux , il est bon de faire pour tout cet intervalle un 
tableau qui donne de dix en dix jours la position apparente 
de l’étoile , c’est-à-dire son ascension droite au temps > et sa 
distance au pôle à-peu-près connue , aSectées l'une et l’autre 
de l’aberration et de la nutation. 

Avec tous ces secours , le calcul est plus facile et moins 
sujet à erreur. 

Pour exemple de l’opération , je vais choisir une série peu 
étendue. Les nuages inlerrompoient de temps à antre les 
observations , qui , sans cela , se seroient succédées plus ra- 
pidement. * 

La pendule éloit réglée sur le temps sidéral ; mais , comme 
elle étoit ce jour -là en retard d’une minute , elle marquoit 
au temps du passage au méridien une minute de moins quo 
l’ascension droite de l’étoile. Ainsi , pour connoître les angles 
horaires par les temps de la pendule , il faut diminuer l’ascen- 
sion droite de i'. 
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Polaire. Passage supérieur, 

ai frimaire an 5. 

Ascension droite. . . . 

. o'-5i'55'’ 



La pendule retardoit de i o 



Passage au méridien en ' 


ANGLES 


temps de la pendule, j 


■OB.A1KE9. 

niDüCTioK. 


^ O 5y 4() 

i3' 6" — 

10 ", 7 » 


43 53 

8 a 

4, 06 


45 8 

5 47 

a, 11 


47 8 

3 47 

0.9' 


48 3g 

a 16 

o,3a 

Instans des observations.^ 

5o 16 

0 5g 

0 , o3 


6a 35 

I 38 

0, 16 


54 3g 

*3 44 

0 

00 

00 

j 

56 35 

5 4o 

a, o3 

J 

58 55 

8 0 

4, o5‘ 

1 

61 18 

10 a3 

6,77 


63 4g 

la 54 

10,46 


Somme. 



4a, 54 

•Somme divisée par le nombre des observations — 

5,545 

Distance moyenne entre les la observées. 4a a 

1,655 

Distance méridienne. 

.... 4a 1 

58,ogo 

Réfraction moyenne. 

. . . • 

5l ,030 

Correction de température 

3 , 570 

Distance polaire. . . 

. . . + I 46 

23 , 3l 

« Distance du pôle au 

zénith 43 4g 

'^,99 

Latitude 

.... 46 10 

45,01 


Au-dessous du passage de l’étoile au méridien en temps de 
la pendule , je place tous les instans des differenies observa- 
tions. La comparaison de tous ces instans avec celui du passage 
me donne les angles horaires qui forment la colonne suivante. 
Avec ces angles horaires , je prends dans la table de réduction 
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les corrections qui composent la dernière colonne. Je fais la 
somme de toutes ces réductions, qui est — 4a", .54. J’en prends 
le douzième , parce qu’il y a douze observ'ations ; je retranche 
la réduction moyenne 5", 545 de la moyenne entre toutes Ie.s 
distances observées : le reste est la distance , telle qu’elle auroit 
été observée au méridien , abstraction faite de la réfraction. 

J’ajoute ensuite la réfraction moyenne , et la correction pour 
la température ; enfin j’ajoute aussi la distance de l’étoile au 
pôle : la somme de toutes ces quantités est la distance vraie 
du pôle au zénith , en supposant exactement connue la décli- 
naison de l’étoile employée dans les calculs. Le complément a 
90“ de cette distance , est la latitude cherchée. 

Dans un passage iÿérieur , la réduction est additive et la 
distance polaire soustractive. A cela prés , le procédé est le 
même entièrement. 

Si l’on étoit sûr de la déclinai.son , il seroit inutile d’observer 
l’étoile au-dessus et au-dessous du pôle. L’un des deux suflîroit; 
mais comme on est rarement bien assuré de cet élément essen- 
tiel , il faut le vérifier par la comparaison des deux passages. 

Le passage supérieur nous a donné ci-dessus 46“ 10' 45*,oi 

Supposons que le passage inférieur observé le 
même jour, ou à peu (le distance , ait donné. . . 46 10 4i ,o.3 


La difiërence sera 3,9^ 

La moitié sera la correction de déclinaison . . — *>99 


Cette correction de déclinaison est soustractive quand le pas- 
sage supérieur donne plus que l’inférieur. 

Cette même correction , ajoutée à la moindre des deux lati- 
tudes, donnera pour la latitude vraie 46“ 10' 43", 02 

Remarquez que cette latitude est indépendante de l’erreur 
qu’on pourroit avoir commise sur la nutation, qui ne change pas 
sensiblement dans un mois ou deux. Elle pourroit être affectée 
de l’incertitude qui peut rester sur l’aberration , si l’intervalle 
des deux passages étoit de deux ou trois mois j mais s’il n’e.st 
que de quelques jours , l’erreur est insensible pour la latitude. 


■U.8 DE LA D É T r. R M I N A’T I O X 
La déclinaison peut on être aili;ciée aussi bien que par l’erreur 
commise sur la nutation ; mais la réfraction est la seule chose 
qui puisse altérer une latitude déterminée par deux passages 
de la même étoile , l’un au-dessus , l’autre au-dessous du pôle-, 
si l’intervalle des observations est médiocre. 

J’ai supposé la pendule réglée sur les fixes ; c’est le plus 
commode de beaucoup , toutes les fois que ce sont des étoiles 
qu’on observe. Si pourtant elle suivoit le temps solaire mo}'en , 
apres avoir cherché les angles horaires , comme ci-dessus , on 
les augmenleroit tous , à raison de lo" par heure ou de i" pour 6'. 
Celle précision sera suffisante. , 

Calcul des Observations azi/nuljiales. 

Pour connoître un azimuth avec quelque précision , il faut 
multiplier les observations, les répéter plusieurs jours, et com- 
jiaier, quand on le peut, l’objet terrestre avec le soleil levant 
et le soleil coucliant. 

Le temps ou l’angle horaire de l’astre est un des clémens 
essentiels de ce calcul. Vue erreur de i" sur le temps vrai pro- 
duiroit environ lo'' d’erreur sur l’azimutb en France; en mul- 
tipliant les observations , on divisera , cl l’on réduira presque à 
rien les pel ile» erreurs inévitables , soit dans la distance mesurée , 
soit sur le temps vrai donné par la pendule. 

Il est très-utile aussi d’employer des observations du soir et 
du malin , afin que le résultat moyen soit indépendant des erreurs 
produites par celles de la déclinaison de l’astre , de la latitude et 
de la pendule. 

On peut employer dans cette recherche le soleil ou une étoile. 
Le soleil est plus commode; au reste, le procédé est le même 
à-peu-près. 

Pour abréger le calcul , on fera d’avance un tableau où l’on 
réunira, pour tout le temps des observations de lo' en lo', la 
distance polaire de l’astre et la réduction des temps de la pen- 
dule au temps vrai , si l’on se sert du soleil , et au temps sidéral , 
si l’on observe une étoile. 
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Exemple. Le 5 juin 1793 , par un milieu entre quatre obser^ 
rations , la distance du centre du soleil et le clocher de Grave- 
lines eloit de 5 i” 3 ' i" = D; le milieu entre les quatre instans 
donnés par la pendule étoit de 6 " 3 S' i 3 ", 87.5 soir. 

La réduction au temps vrai pour ce mo- * 

. ■ - 7 47,6.8 

Temps vrai 6 28 26, 247 

ou ess' 26",ir'8 ■ 

En prenant la moitié des heures et le quart 
du reste , on a l’angle horaire 3' 7° 6'33",7=:p 

. ’ *=otte quantité 

3 ’ f 6' 33 ",7 seroit le supplément de l’angle horaire , qui seroit 
par conséquent a’ 22» 53 ' 2f,",3 = - P, à moins qu’on ne comptât 
les angles horaires depuis zéro jusqu’à 3Co’ j alors on auroit 
P = 8‘ 22» 53 ' 26", 3. 

La distance du soleil au pôle étoit 67'“ 20' 10'' = C. 

La hauteur de l’équaieiir ou le complément de la hauteur du 
pôle étoit 3 (j* 10' 22'; = II. 

Et la distance du clocher au zénith , qo’ 1 1' ,^o" = A. 

• Voici le calcul d’après les formules dé la page 5-, 

cos P — 9,0925930 cos II 9,8894388 sin P 

, .inH..3,S„„484, co. C s.SaloM Z C ! ' ’ 

C. + O, .987034 9 ,( 75 a 4 os C.smB. 1 ! o’oi . 

—0,0721407 «,«681802 — o,o.2i4 o 7 sinz=To° s' - 

,érr.,„o,. _ 3 68 8,.b|o . . o,o„55«9 id.'âu-Jl” « 

correction -P 5,7 C. sin A. .. 0,0000026 To-TrT^-- ■ x. 

Parallaxe J. sin R q.SogSioé iV 'T 

B'= 7 ^^ÏT 3^9 sin R' 9,72L8t 

^= 9 " “ 4 “ lq ';^57 

J 3 =_ 5 ^ 3 __i^ siniz'= 24 *oi'. 55 " 9,6237519,5 

B+AtD=2i8 5 ih = = 49 43 5o 

moitié =109 2 57,. 5 * * 

R = 1 8 5 o 57 , 5 
R' = 32 12 3, 5 
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Le défaut de cette solution est de ne point indiquer si l’angle Z _ 
est aigu ou obtus. Le sinus est le même dans l’une et l’autre 
supposition; et si l’on n’a pas de raison prise ailleurs pour se 
déterminer , z que nous avons fait aigu , et de 70’ 4 ' 3 a", pour- 
roit tout aussi bien être de 109° 55 ' a8'. On peut, eu elfet, lui 
donner celte valeur , et elle sera celle de l’angle M Z S , c’est-à- 
dire l’azimuih du soleil compté du point sud. Dans ce cas , 

Comme le point G est plus au nord , l’angle Z' sera additif à 
M Z S' , et l’on aura 

M Z G = 109° 55 ' 28" 49” 4.3' 5 o" = tSg” 3 g' 1 8". 

La réduction qui est soustractive de 71 devra se retrancher de la 
somme , et l’azimulh compté du sud sera 1.59" 38 ' 44 * - 

11 est aisé de lever le doute. L’angle PZS est de 180* à midi, 
et il va toujours diminuant à mesure que le soleil s’approche du 
couchant , et l’on peut déterminer l’instant où cet angle est 
de 90° juste , et cet instant sépare ceux où l’angle est obtus 
d’avec ceux où il est aigu. Si l’on suppose l’angle 
PZS = MZS=9 o", 

on aura 

tang P S cos P = tang P Z ou cos P = tang H col C. . ' 

On n’a pas même besoin de ce calcul pour notre exemple ; 
car ZPS étant ici plus grand que 90°, il est nécessaire que 
>. PZS soit aigu , comme nous l’avons fait. 

Pour ne laisser matière à aucun doute , on peut employer la 
formule qui est au bas de la page 5 ? , et faire le calcul comme 
il suit pour avoir sans aucune incertitude l’angle M Z S , ou 
l’azimuth du soleil compté du midi. 

cot P. . . . — 9,0989448 — C.sinP — o,oo 535 i 8 sin P. . 9 ,gq 6848 a 

, cos H 9 , 88 g 4388 sinH g, 8 oo 484 i sin C. . g,965io3i 

— o,og( 16 go 44 8,9865836 cot C. . . . 9,62069 85 C.sin. . 0,026806a 

— 0,96.678730 — 0,26678730 9 , 4245 . 34 a 

cot Z — 0,5624777410g — 9,5592813,2 sin B =76“ 54 ' i8",8 9,9885576 

“ Z = 109° 55 ' i8",o. 

Ün trouve de cette manière les mêmes valeurs que par les 

autres 


Digitized by Google 


s D’ U N ARC DU MÉRIDIEN. t6i 
aatres formules , et l’on n’a plus de doute sur l’espèce de 
celle de Z, qui est ici compté du midi. Mais si le soleil étoii à 
quelques minutes de l’horizon , on pourroil douter si B surpasse 
ou non go”. Dans ce cas , qui sera fort rare , après avoir déter- 
miné Z par sa cotangente , comme dans ce second calcul , on 
pourroil calculer B par son cosinus, comme dans le premier. 
Si le cosinus étoit négatif, B passeroit go”. Il en est do même 
pour Z , quand sa cotangente est négative. 

Ces règles sulUsent pour le soir. Il est facile d’en donner qui 
servent également pour le malin. Pour cela , comptons les 
heures d’un midi à l’autre, c’est-à-dire depuis o’* jusqu’à 24'’, 
en prenant la moitié des heures pour des signes , et le quart du 
reste pour des degrés , minutes et secondes , P se trouvera 
exprimé de manière â ne laisser jamais aucun doute surZ, compté 
^ussi du midi à l’ouest depuis o’ jusqu’à 56 o”. 

La formule 

sin H cot C 


cot Z = col P cos II — • 


sin P 


pour le matin donnera Z dans le troisième quart , si la valeur 
de cot Z est 4>ositive , et Z dans le quatrième quart , si cette 
valeur est négative. 

Pour le soir , Z sera dans le troisième quart , si cot Z est 
positive , et dans le second , si cot Z est négative. 

Dans tous les cas , la formule 

cos B = cos P sin II sin C + cos H cos C 
donnera B > go”, si cos B est négatif, et B < 90”, si cos B est 
positif. 

Quant à Z', il sera additif à Z, si l’objet terrestre est à droite 
de l’astre , soustractif s’il est à droite. 

Pour la réduction au centre , voyez page 5 B. 

Après tous les exemples que nous venons de voir , il suflira 
d’un petit nombre de remarques sur les formules rassemblées 
page 8.^. 

Celle qui donne la valeur de J' n’est sujette à aucun change- 
ment de signe. J’ai rapporté , page 82, les valeurs que j’ai trouvées 

X 
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pour R dans trois difTérentea hypothèses d’applatissement. La 
nouvelle opération pourra apporter quelques changemens à ces 
valeurs tirées de l’ancienne mesure. Pour trouver e* , on se 

n 

m ' 


rappellera que e* = i — h' (page 68) , et que h-= — , n et w 

» 771 

étant les deux axes de la terre. Ainsi , dans l’hypothèse de 
d’applatissement, c* 


^2aq\‘ (soo)* — (229)* 459 


ainsi des autres. 


(a 3 o)' 


(aôo)* 


La formule qui donne L' suppose L > L' ; ce qui arrivera 
toutes les fois que cos z sera positif, op que z sera entre 270° 
et 90”. Si , au contraire, z éloil entre 90 et 270’ , cos z de- 
viendroit négatif, et J' cos z deviendroit additif à L. 

Le petit terme f / sin / sin* z tang L ne pourroit changer de 
signe que dans le cas seulement où la latitude L deviendroit 
australe. Ainsi, dans l’hémisphère boréal, ces deux termes 
seront de même signe , si cos z est positif, et de signe différent 
dans le cas contraire. 

Pour avoir la correction d’applatissement , il faut multiplier 
par e* cos* L l’ensemble des deux termes précédées j et la cor- 
rection est toujours de même signe que la différence de latitude 
ou que l’ensemble des deux premiers termes. 

Dans la formule qui donne z', le terme — «T sin z tang L' de- 
vleudroit positif, si z > 180* ou L' australe. Si ces deux cir- 
constances avoient lieu en même temps , ce terme demeureroit 
négatif 5 le terme suivant — j J' sin J' sin a z seroit positif, si a z 
surpassoit 180°. 

Dans la valeur de M', le terme — ne peut devenir 

cos L 

négatif que dans le cas où z > 180°. 

Si la valeur de M' est négative , c’est une marque que la lon- 
gitude M' est à l’est de celle du point de départ. 

Dans la valeur de r/P, le seul terme qui demande â être 
calculé avec précision est le premier (K cos j S' cos^z), et il 
devient négatif quand z est entre 90 et 270% 


4 > 
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Le second terme 
+ K cos j /'cos Z tang j / sin a tang Z tangL = K sin ^ /sin’ * f angL 
est toujours positif dans l’hémisphère boréal , et toujours négatif 
dans l’hémisphère austral. 

Le troisième terme 

— sKcoSï/cosz sin j / Ig j/'sin'z tg’L= — a K sin* j /'cos z sin'z tg*L 
ne peut devenir positif que dans le cas où z est entre 90 et 370’. 

Le terme suivant est toujours de même signe que la somme 
des trois premiers. 

Enfin le dernier terme 


— K cos i <Tcos stang z </z sin i" = — K cosf /sinz rfz sin i’ 
fait voir que l’erreur sur l’arc du méridien est toujours de signe 
contraire à l’erreur dz do l’azimuth , tant que l’azimuth est 
moindre que de 180°, et de même signe que celte erreur dans 
le cas contraire. 

Les transformations que je viens de faire subir à dlfférens 
termes de la valeur de rfP , paroissent simplifier l’expression ; 
mais elles alongeroient réellement le calcul. J’ai disposé la 
formule de manière à ce (que le facteur ( K cos ^ «T cos z ) fût 
commun à tous les termes , et que son logarithme servit pour 
tous. 

Tous ces petits termes n’exigent qu’une connoissance appro- 
chée de L et de j /, et on peut se contenter de 4 ou 5 déci- 
males tout au plus dans les logarithmes. Ainsi, dans le cas 
où l’on ne voudroit calculer que l’arc du méridien sans s’em- 
barrasser de bien connoître les latitudes ni les longitudes , ou 
pourroit se contenter des formules suivantes pour préparer les 
calculs de dP. 


\ R sin 1* y 


L' = L — / cos z 


z'= i8o* + z — /'sinz tangL' — j /sin «Tsin a z ; 


ce qui simplifîcruit beaucoup le calcul. 

X 2 
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Calcul des Différences de Nireau. 


Avant d’entreprendre ce calcul , il faut réduire au sommet 
du signal toutes les distances au 7 .énith , observées au pied 
du signal. Pour cela, il faut ajouter a la distance observée la 
. . </ H sin A 

quantité ; cette correction est toujours positive. 

</H est la partie du signal qui étoit au-dessus de la lunette dans 
l’observation de distance au zénith j A la distance observée et 
D la distance rectiligne entre l’observateur et le point observé : 
D est donc le coté d’un triangle. 

On a vu , page io 4 , que l’on pouvoit calculer les dilTérences 
de niveau , à très-peu près comme si la terre étoit sphérique. 
On pourra donc employer les formules des pages 90 et suiv. 
Seulement à l’angle C formé au centre de la terre réputée .sphé- 
rique , et qui seroit dans un rapport constant avec la corde K , 

on pourra substituer un autre angle C = — (i-t- je*sin*L), 

K sin 1 

et même pour la France C = tt— : — r, (i-hie*). 

■ R sin 1 

Le cas le plus simple est celui où l’on auroit les deux dis- 
tances au zénith J' et Supposons , par exemple , que d’un 
point A on ait observé la distance au zénith <r d’un objet B dont 
011 cherche l’élévation au-dessus du point A , et que récipro- 
quement du point B on ait observé la distance au zénith S' du 
point A; ces deux distances sont déjà réduites aux sommets 
des signaux , comme il vient d’être dit. 


Soit , par exemple. 


log K. 4,57960 

i+je*sin*L , 

TKibT- 

; C = la' 34 " 3,87757 



+ vC = 

Kf"-^)+{C= 


89° i4' a4* 
9» 7 5a 

— I 53 a8 

— 5G 44 

-t- la 34 ■ 

— 44 10 
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La formule exacte se calculera comme il suit ( voyez pag. 44 ) ; 

log K 4,37950 

sinjC^' — /) = sin—- 56 ' 44 " — 8,31754 

compl, cos^^^^+iC)=— 44 ' io"+o,oooo 4 
rfN = — 395,44 —3,59708 

* N = 4- 823,06 = hauteur du point A au dessus de la mer 

N = + 436,6a = hauteur du pointB. 

/ est négatif, et partant sin { (J''— /) et t/N le sont 
aussi. Cos ^ — h{C) est positif, et le sera toujours dans 

ces calculs, quand même farc seroit négatif, comme il l’est ici. 

m est le module ou la mesure employée dans mes calculs pro- 
visoires} elle diffère peu de la toise du Pérou, 

, Calculons maintenant la formule approximative, 

^ 4,57960 ■ 

tang K'f'— <!') — 8,21760 

Ktang7(J' — J') = — 5g5,46 — 2,69710 
C. cos J C = 12' 34 " 0,00000 

premier terme — 595J46 — 2,69710 
tang 7 C + 7,56295 

tangi(r— /) — 8,ai7'6o 

+ 0,02 8,07765 

rfN = — 396,44 

On volt que les deux formules donnent la même' chose et 
qu*on auroit pu s’en tenir à K tang ^ (J''— <T) } ce qui eût’été 
plus court , parce qu’on auroit été dispensé de connoiVe j C } ' 
et cependant j’ai choisi entre Dunkerque et Rodez l’exemple 
dans lequel le second terme se trouve au maximum. 
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Si l’on n’eût observé que et que l' eût été inconnu, on 
eût été obligé de recourir à la formule 

Kcos(<r+ r — jC) Kcos(^+o,o8C — o, 5 C) Kcos(J' — o, 4 aC) 

sin r — C) sin(J'+o,o8C— C) sin(J'— o,gaC) * 

C = a 5 ' 8 "= i 5 o 8 " 

Gu 3 ,a 

3 o,i 6 

0,4a C = 633,36 = lo' 33", 4 
^ = 9» 7 5 a 

(J*— 0,43 C = 90 bf 18,6. ... cos... — 8,aaig4 

— ; C = — I a .34 K 4»3795 o 

l — o,9îC = 90 44 44,6 compl.sin+ 0,00004 
dN = — 399,47 a,6oi48 

dN est par ce calcul plus fort de 4 ,o 3 ; c’est que la réfrac- 
/ tion terrestre ce ^ur-là n’étoit pas de 0,08 C , qui est à-peu- 
près la quantité mo}'enne. 

Supposons maintenant qu’on n’eût observé que S‘' ; dans ce 
cas , d’après la formule approximative , page 97 , on feroit le 
calcul suivant : 

•/'= 89 'i 4 'a 4 " 

— {{ — n) C = — 10 33,4 K.... 4)^795 o 

— cotang 89 3 5 o ,6 — 8,ai3i7 

ta - ■ ' ' • 

(fN =5 ■— 391,44 — 3,69^67 

m 

Ici dN est trop foible de 4 ,oo; ainsi, en prenant le milieu 
entre les deux calculs , on anroit pour dN la même chose qu’en 
employant les deux distances. 
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Dans U supposition où l’on n’auroit observé que J', on 
Buroit besoin d’en conclure J'' par le calcul , afin de réduire à 
l’horizon l’angle observé en B dans un plan incliné. Ou se 
serviroit alors de la série de la page 96 ; en voici le calcul ; 


— — 399,47 — 2 , 6 oi 48 

C.sin i". . . 5 , 3 i 443 

C.log K. . . 5 ,fi 2 o 5 o 

Cos j C. . . 0,00000 

premier^ terme = — 57' i 8",8 3 , 5364 t 

— T — 9,69897 
(rfN)’. . . . 'ôjsoagfi 

compl. K’. . i,s4too 

C.sin 1". . . 5 , 5 i 443 

sin C 7,86397 

— o",2 9 , 32 1 33 

6/ ,9,0 

r— /' = — 1*64 38 

\ 

«T = 91 7 52 

89 i 3 i 4 



Celte valeur de J'’ diffère un peu de celle qui a été obser- 
vée ; on Buroit retrouvé la même que par l’observation , en 
employant pour </N sa véritable valeur — 396,44 ; mais j’ai 
dû la supposer inconnue. On voit que , dans cet exemple , on 
se seroit trompé de i' 10" sur la valeur de S’’. Il est vrai que 
le plus souvent cette erreur seroit insensible sur la réduction à 
l’horizon. 


s 
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RcJ'raclion terrestre. 

Pour ilôUrmlner la conslanle n de la réfraction terrestre, 
on emploiera la formule de la page 98. 


i = 8<)“ i4' a4" 

<f'— r)i 7 5 a 

S'+S ' — 180'’= O aa iG 

— 180°)= O 1 1 o 3 

^ C = J a 5 i 

ïC-;(<f+<f — 180')= J a6 . . . . log i,9Ôi5o 

coinpl. log. C = a 5 8 G,8aiGo 

n — o,o57o5o 8,756 10 


n est fort petit dans cet exemple ; ce qui vient peut-être de 
ce que l’un des deux objets cloit fort élevé par rapport à l’autre , 
et que le rayon visuel ne rasoit pas la terre de si près. 

Inclinaison de l’Horizon de la Mer. 

Supposons que du haut d’une tour on ait observé la dis- 
tance 90° i 5 ' i 4 ''= entre le zénith et l'horizon de la mer, et 
qu’on demande l’élévation de la tour an - dessus du niveau 
de la mer, 

c?N = i (i+n)’R.tang‘ (/— 90°) 


7. .... . 9,69897 

(1,08)* o,o 6685 

R Œ 3275200 6 , 5 i 497 

tang* i 3 ' « 4 " 5,29505 

rfN = Ô 7 ,'i 855 1,57584 


L’élévation cherchée seroit donc de 87, 5 . modules, qui valent 
a.a 5 pieds environ. On ne trouve que 320 pieds dans la table 
>. du 
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du cit. Jeaurat , insérée dans l’ouvrage de Callet. Ainsi il 
paroîtroit que le cit. Jeaurat , ou plutôt Bouguer , a supposé 
n = 0,07 environ. En cfTet , dans cette supposition , on trouve 
</N = aao J. 


De notre formule on tireroit 


tang* (J' — go”) = 


arfN 

(H-n)’R 


(IN 

iR (!+«)■•’ 


ou 


(J -90») = 


rfN* cot 1" 


(i +/i)R‘ sin 45 ° 

Ainsi au log. constant 2,i74o4, ajoutez flog. dN ; vous aurez 
pour une élévation quelconque dN au-dessus du niveau de 
la mer, l’inclinaison apparente de l’horizon. 

Cette formule seroit exacte , si la terre étoit une sphère du 
rayon R. Pour la ramener au sphéroïde , il faut la multiplier 


par (1 — c* sin* L)* = (i_ — je* sin* L) j mais comme ce facteur 
diflcre peu de l’unité , on pourroit , par un milieu entre les 
valeurs extrêmes de sin* L , employer le logarithme cons- 
tant 3,17570, 


Réfraction astronomi(jue. 

■ > 

Soit R= 52 ' 53 ", 8 , 71 = g, ti R = 3 ° 17' s2'',8. 

Si l’on demande la réfraction r pour une distance apparente 
au zénith quelconque z , 89° , par exemple , par les formules de 
la page 106 , on fera le calcul suivant : 

sin 7ï R = 5 ° 17' 2 2", 8 .... 8,7587906 

tang Z = 89” 1,7580785 

tang;r = 73° i' 5 a'',j. . . . 0,516869.1 

tang j * = 36 ’ Za' 26 ", 4 9,8698528 

R= 3 a 53 , 8 .... 5 , 2953 o 5 i 
r — 24 22 , 7. ... 3 , 1 65 1 559 

r' = 4 * a 3 , 5 . . . . 3 , 4 a 545 o 3 

Y 
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Si on avoit demandé r' réfraction pour = gi* = i8o* — r , , 
on auroit eu at' = 1 8o°— x et j *'= 90° — i x ; tang ^ cot 7 x , 
et le meme calcul auroit donné r* en même temps que rj il 
auroit sufH de retrancher log tang 7 a? j après l’avoir ajouté 
— >■ = 20' o",6 = ÿ (a' — z) à très-peu prés. 

Pour la distance apparente 89* 

Nous venons de trouver r = o o 4 ' 2 2", 7 
Ainsi la distance vraie. , = 89 24 22,7 

log de 0,0662437 . . , 8,8211407 p^qycs^age log. 


tangv i,gfit 4588 

tang// = 81* 6' 2 7 ", 5 o, 8 o 55 ijg 5 

lang;«= 4 o'“ 35 ' i 4 9,9323247 

log 1709 ", 36 5,25 28357 

r = 24 ' 22", 7 3 , 1 65 1 584 

comme ci-dessns. Ainsi les formules pour la distance vraie ont 


la même exactitude que celles pour la distance apparente. 

11 reste à donner un exemple de la correction due à l’état 
actuel du baromètre et du thermomètre , en se servant des 
tables abrégées qu’on trouvera à la suite de ce Mémoire. 

Supposons que le baromètre soit à 27'“ et le thermo- 
mètre à — 6‘‘ 

Avec 27>'°- 8'‘* la table P' me donne x = — 0,0119 

Avec — 6'‘- la table H' donne j = + 0,0964 

X + y = + O , o 845 

= — ■■ , 

x-\-y+xy = + o,o 85 ‘t 

dr = {x+y+xy)r 

• ■ _ Soit r = 57 ,5 

■ • pour 0,08. .... 4) 600 

• . o,oo 3 1725 

0,0004 . . . 23 oo 

■ r dr = 62", 2955 
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Prohléme. 

Déterminer si un signal qu’on veut placer en I {fig. 19 ) sera FIG. 19 
Vu en terre ou dans le ciel , enfin sur quel objet il se projettera 
quand il sera observé du point L, pied d’un signal déjà placé. 

Il est très-utile de reconnoître d’avance sur quels objets un 
signal se projettera quand il sera vu des stations environnantes. 

Autant qu’il sera possible , on évitera qu’il se projette en terre, 
et surtout sur des objets voisins; car alors il seroit éclairé 
comme eux, et très-dillicile à distinguer. Si les objets sont fort ' > 

éloigné.s, l’inconvénient est beaucoup moins grave, et souvent 
presque nul. .Si l’on n’a pas le choix de la place , alors il est 
encore très- important de remarquer la couleur des objets sur 
lesquels il se projette , afin de donner au signal une coulçur 
opposée qui serve à le distinguer. 

Quand le signal se projette dans le ciel , il est souvent utile 
de le faire noir pour qu’il se distingue mieux d’avec la couleur 
des nuages. Ainsi je me suis très-bien trouvé d’avoir noirci la 
pyramide que j’avois placée sur la cheminée de Malvoisine. 

Quand le signal se projette sur un obj^t voisin , il convient 
de lui donner une couleur très-blanche ; c’est ce que j’ai fait 
pour le signal de Mesnil , qui se projetoit sur un bois. Le signal 
de Montlhéri , vu de Brie , se projetoit sur la tour ; j’ai blanchi 
le signal et noirci la tour, et le signal se distinguoit très- bien. 

Sans la réfraction terrestre , le procédé seroit bien simple. 

' Placez le cercle en I, dans la position verticale , comme pour 
prendre une distance au zénith. Amenez les deux lunettes sur 
zéro, et dirigez-les toutes deux sur le pied L du signal , d’où 
vous aurez à observer le signal I. Puis la lunette inférieure 
restant fixée sur L , donnez un mouvement de j8o* à la 
lunette supérieure ; alors elle sera dirigée sur le point F , dia- 
métralement opposé au point L. C’est donc sur F que se projet- 
tera I , vu de L. Remarquez si F est dans le ciel ou en terre , 

Y a 
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sur un objet voisin ou éloigne , noir ou blanc , et tenez-en 

note pour donner au signal I la couleur la plus convenable. 

Faites la même chose pour tons les signaux qui entourent 
le signal 1 ; car il se pourvoit qu’il fallût blanchir une face de 
ce signal , et en noircir une autre. Et si vous prévoyez qu’il 
soit plus düTicile à appercevoir d’une station que d’une autre , 
soit â cause de l’éloignement , soit pour toute autre raison , 
tournez l’une des faces du signal directement vers celte station , 
pour que l’observation soit moins sujètc à erreur. 

La réfraction terrestre exige quelques attentions de plus. 
Après avoir fait l’observation précédente , la lunette inférieure 
restant toujours dirigée sur L, amenez la supérieure sur le 
point opposé de l’horizon , soit que ce point soit au-dessous 
de F , comme en y, soit qu’il soit au-dessus , et notez l’arc 
parcouru par la lunette depuis le zéro , où elle étoil fixée 
d’abord. 

i)i cet arc surpasse 180“ , seulement de 5 ou 4', alors il est 
presque indubitable que l’objet se projettera dans le ciel. 

Si l’arc est de 180° juste , alors il y aura quelque doute j mais 
on pourra espérer au moins que la pointe du signal sera dans le 
ciel. . ' 

Si l’arc est de quelques minutes au-dessous de 180° , le signal I 
se projettera sûrement en terre j alors évitez , s’il est possible , 
qu’il se projette sur un arbre ou autre objet isolé. ‘ 

Le problème est de savoir si la distance apparente du point I 
au zénith de L est plus grande ou plus petite que celle du 
point f de l’horizon. 

Soit X l’angle au centre de la terre entre L et I , ^ l’angle au 
centre de la terre entre I et/, la distance apparente de L 
au zénith de 1, la distance apparente de / au zénith de Ij 
l’arc apparent du vertical entre L et/ sera i- + l' , et l’arc vrai 
^ -f- V -f- -+- F S -4- ^ -F /i X tîy J" ^ -f- Fl ^ X "F y )• 

Soit A la distance apparente de 1 au zénith de L , a' la dis- 
tance apparente de / à ce même zénith ; la distance vraie de I 
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sera a + n x , et la distance vraie de f sera a' + n (x ; la 
différence de ces distances sera donc 

= a' + n X + ny — a — nx = A' — a + ny. 

Joignez L/j l’angle I Lysera la différence vraie des deux distances. 
Ainsi 

A' — A = différence vraie des deux distances — ny=lhf — ny. 
Or FI/= IL/+ I/L et IL/= FI/— I/L, 

I/: IL ;; sin I L/: sm I/L :: IL/: I/L = 


FI/=IL/+ 


1 /' 

IL.IL/~ (I/+IL)IL/ (x4-J^)IL/ 




1 / 


OU 


‘ (tTj) ri/ = (Tf7)("+'-" 

donc 

a' — A = ^-:^^ + — ny 

•% 

“(i^) i8o’)j 

donc a' — A sera positif, si ( J' + J"') > 180° j alors le signal sera 
dans le ciel. 

Si / + /“' = 180° , le pied du signal I sera à l’horizon , et le 
signal lui-même sera tout entier dans le ciel. 

Si «T -f /' <; 180°, le pied du signal sera en terre, et si 
J'-t- J^< 180° + l’angle sous lequel le signal paroîlra du point L, 
le signal sera en entier en terre. 

Ces règles sont les mêmes que si là réfraction n’existoit pa.s j 
elles seroient infaillibles , si la réfraction étoil constante. 

Si la réfraction n’est pas la même quand l’observateur est 
en I et en L , alors 

\ X -\r y ^ x-t-j' 

= (~ ^ ( J' -4- iSo") -F ny — ny 

\ .T -F y / 

= ('— :^V/-F i8o“) + (n—n)y. 

\x,+ yy 
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■ « et «' étant pour les deux jours d’observations le rapport de 
la réfraction à l’angle au centre de la terre. Or «' et n ont pour 
limites très-probables o,t et o,o; car très-rarement n = o,t , 
et plus rarement encore n = o,o , quoique ^e l’aie trouvé deux 
ou trois fois négatif; mais alors U étoit très-petit. ; 

( «' — n) a donc pour limites -H o,i et — o,i. Ainsi- 

"'-^= ^ ^ 

. X peut être connu j mais il est probable que y ne le sera pas. 
Suit J- = m X , 


ù ' — A = 


( I -1- m ) Æ 
/ J' — 180 


_ ( J + r— 180°) =t 


10 


1 rn 


, m X ... 

Si J' < A- , alors — sera une quantité qui ne passera guère 

( 

' J si ^ >■ A.- , il sera difficile que m surpasse 4. Soit m = .j , 

J ' — 180“ 


a' A = 


: 0,4 X. 


X ira rarement à i5'; o,4 x aura donc pour maximum G'. 

Alors , pour que le signq} soit dans le ciel , il faudra que l’on 

J'4-J'_j8o’ _ 

ait au moins =6 ou ^ -H / — 180’ = 00'. 

5 

C’est-là le cas le plus défavorable ; mais il n'arrivera peut-êtro 
jamais. Dans la pratique, j’ai toujours négligé le terme («' — n)y , 
et jamais je n’ai trouve la règle en défaut. 


De la meilleure Condition des Signaux, 


Le meilleur de tous les signaux , sans contredit , seroit une 
lampe à réverbère. Le diamètre apparent seroit si petit , qu’on 
ne pourroit commettre aucune erreur en pointaut à l’objet , et ' 
son éclat le feroit distinguer de très-loin. Cet avantage seroit > 
diminué par trop d’incuuvéniens , et il y a telle circonstance et 


Digitized by Google 




D’üN ARC DU MÉRIDIEN. 170 
tel pays où cela seroit impraticable , sans parler de l’incommodité 
de n’obserrer que la nüil , et d’avoir à chaque station un homme 
chargé d’allumer et de bien diriger le réverbère. Il y a même une 
espèce d’erreur à laquelle ce signal donneroit lieu , autant et peut- 
être plus qu’aucun autre ; savoir , les ondulations , qui non-seu- 
lement font osciller le lieu apparent autour du lieu véritable , 
mais qui quelquefois aussi le laissent du même côté pendant 
une ou deux minutes de temps. 

S’il existe une réfraction dans le sens latéral , comme j’ai été 
tenté parfois de le croire , les lampes y seroient également su- 
jéles , et l’on n’a pour s’en garantir qu’un seul moyen , qui eM de 
multiplier les observations , et de les répéter à des heures et dans 
des circonstances différentes. 

Pour bien voir un signal , il faut qu’il ait une longueur suffi- 
sante. Après plusieurs essais , je me suis arrêté à faire cette lon- 
gueur égale à rrir; de la plus grande distance , et je doniiois à 
la base j de la hauteur. 

Un arbre isolé est un des objets qui s’apperçoit le mieux , même 
quand il se projette en terre ; j’en ai vu souvent à de très-grandes 
distances. Celui de Rieupeiroux , dont la tête n’avoit pas deux 
mètres , se distinguoit parfaitement bien à la distance de plus 
de 6Ô000. Mais un arbre est toujours un mauvais signal , parce 
qu’il est toujours irrégulier ; et je n’en al employé aucun. 

Si un signal ne devoit s’observer que de deux stations , et 
que les deux rnyons visuels qui viendroient y aboutir n’y for- 
massent qu’un angle de 3 o à 4 o°, un signal composé d’une seule 
face , ou triangulaire , ou rectangulaire alongée , seroit préfé- 
rable à tout autre. En visant au milieu de la partie visible , on 
viseroit toujours à l’axe du signal. 

J’ai essayé plusieurs fois de composer mes signaux de plu- 
sieurs faces rectangulaires , dont chacune fût perpendiculaire à 
la ligne dirigée à l’une des stations environnantes , et fût la 
seuls visible de cette station; la disposition de mes triangles 
s’y est toujours opposée. 

J’ai donc été contraint d’adopter par- tout la forme pyramî- 
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dale carrée. Quand on en voyoit le sommet , il n’y avoit ni 
erreur , ui réduction à faire ; mais quand le sommet étoit invi' 
sible , la réduction laissoit quelquefois une petite incertitude. 

Dans ce cas , il eût été plus avantageux que le signal eût la 
forme d’un parallélépipède à base carrée ; il y auroit eu une 
réduction à faire toutes les fois que le signal auroit été éclairé 
obliquement : mais cette réduction auroit été facile et sûre. 

Entre tous les objets que j’ai été forcé d’employer , les plus 
incommodes étoient les flèches trop aiguës. Leur base étoit tou- 
jours un octogone , la pointe n’étoit pas toujours vi.sible ; et 
quand elles étoient éclairées obliquement , il étoit impossible de 
savoir précisément quelle face on observoit. Il n’y a d’autre parti 
à prendre dans ce cas , que d’attendre que le soleil soit couvert 
et l’horizon pur. Mais comme on en a rarement le loisir , il faut 
choisir les momens où le soleil les éclaire en face, c’est-à-dire 
quand le soleil est au dos de l’observateur , et que l’ombre se 
dirige vers l’objet qu’on observe. Si l’on ne peut saisir ces mo- 
mens , il ne reste plus qu’à doubler le nombre des séries d’un 
même angle , et comparer ensemble les séries correspondantes. 
J’appelle ainsi celles où le soleil étoit à égale distance à droite 
et à gauche de l’observateur. En prenant un milieu , on aura 
exactement l’angle véritable. 

On seroit tenté de croire qu’à des distances médiocres, comme 
huit à dix mille mètres , une simple poutre verticale seroit le 
plus sûr des signaux : on la verroit dans la lunette comme un fil 
sur lequel on placeroit les fils du réticule , qui y feroient de part 
et d’autre des angles de 45’. Cette disposition paroît la plus 
favorable pour observer exactement , et cependant j’ai trouvé ' 
dans ce cas , qui m’est arrivé trois fois , que les séries d’un même 
angle avoient une marche moins régulière qu’à l’ordinaire ; la 
cause , je l’ignore. Les signaux qui donnoient plus d’accord entre 
tous les angles d’une même série , étoient les pyramides carrées 
qui terminent certains clochers; et c’est d’après cette expérience 
que j’ai donné à tous les signaux que j’ai construits une forme » 
à-peu-près semblable. 

TABLES 
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TABLES 


POUR 

RÉDUIRE LES ANGLES D'UN PLAN 
A UN AUTREvPLAN. 



I 


T A B L E I. 

Argumcns' (//^A), (P=t=Q). 

four rtJtiire à [horizon un an^U ohservi dans un plan inclini, prcnc^ dans ctlt( 
Tahu un nombre avec (argument (H + h ) » pnis un second nombre avec 
l'argument (H — h ). 

Pour réduire (angle horizontal ou sphérique à (angle des cordes ^ prene^ dans la 
même Table , un premier nombre avec (argument ( P + Q ) » et un second 
nombre avec (argument ( P — Q ). 
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TABLE IL, 

Argument, Angle à réduire. 

Pour réduire à fhoriion ^ le non bre Tangente est pesieif et le nombre Cotan 
gente négatif', cest le contraire pour [angle des cordes. 


Angle. 

D.M. 

Tang. 

Cotang. 

1 

Angle. 

D.M. 

Tang. 

0 0 
10 
10 

30 

40 

50 
. i 0 

" 

0,00 

0,03 

0,06 

0,09 

0,11 

o ,'5 

0,18 

0 

00 

‘ 4 ‘ 8 i. 5 
7090, 8 

4717, 1 

3545, 4 
1836, 3 
1363, 3 

180 0 
50 
40 
30 

10 

10 

179 0 

4 , 0 
10 
10 

30 
40 
50 
5 0 

tt 

0,71 

0,75 

0,78 

0,81 

0,84 

0,87 

0,90 

10 

10 

30 

40 

50 

a 0 

0,11 
0,14 
0,17 
0,30 
0,3 3 
0,36 

1015, 9 

>771, 6 

‘ 575 , 7 
1418, I 
1189, 1 
1181, 7 

1 

50 

40 

3 ° 

10 

10 

178 0 

10 

10 

30 

40 

50 

6 0 

0,93 

0,96 

0,99 

1,01 

1,05 

1,08 

10 

10 

30 

40 

50 

3 0 

0.39 

0,41 

0,45 

0,48 

0,5 ‘ 

0,54 

1090,80 
loi 1,80 
945,30 
886,10 

834,05 

787,70 

50 

40 

30 

10 

10 

177 0 

10 

10 

30 
40 
50 
7 0 

‘,11 

',‘4 

‘,‘7 

1,10 

•,13 

1,16 

10 

10 

30 

40 

50 

4 0 

0,57 

0,60 

0,63 

0,66 

0,69 

0,71 

746.11 
708,89 

675.11 
644,40 
616,37 
590,68 

50 

40 

30 

10 

176 0 

to 

10 

30 

40 

« 

8 0 

1,19 

1,31 

',35 

1,38 

', 4 ‘ 

1,44 

c 

l»Tang 

Tang. 

D M. ■ 
Angle. ' 


#Tang. 


Cotang. 


590,68 

567,01 

514.98 
506,11 
488,74 
47^»44 

457,^7 

441.86 
4i9<4» 
4 ‘ 6,77 
404,84 

393,58 

381,91 

371.83 
363,14 
354'4 

345,49 

337-14 

319,38 

311.87 

3 «4,70 

307.84 

301,17 

194.98 


176 O 

50 

40 

30 

10 

10 

‘75 O 

50 

40 

30 

10 

10 

‘74 O 

50 j 

40 

30 

' 10 

10 

‘ 73 O 

50I 

40 

30 

10 

10 

ITl O 
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Table H. Argument , Angle à réduire. 


Angle. 

D.M. 

Tang, 

Cotang, 


Angle. 

D.M. 

Tang. 

Cotang. 


S 0 

m 

ZQ 
12 
A 2 
Î 2 
2 0 

# 

L 44 

L4Z 

>,50 

HÜ 

la 

194,98 

17X 0 

52 

40 

12 
XQ 
IQ 
'71 0 

14 0 
LQ 
XQ 
12 
42 

52 
7 0 

n 

1,51 

1,56 

1,00 

*.61 

1,66 

1 67*99 

166 0 
52 
42 
12 . 
XS 
LQ 

165 0 

x 88,53 

'65,99 

i» 3.'4 

177.56 

171,10 

'64,04 

161.14 

160,17 

167,0s 

1.69 

Ml 

'58,45 

x6i,oq 

1 56,68 

lO 

12 

40 

lO 0 

LZi 

LiZ4 

U 1 

1,80 

157,10 

xsi,68 

52 

42 

12 

XQ 

IQ 

170 0 

LQ 

XQ 

Î2 
42 
52 
16 0 

1.75 

1.78 

1,81 

ïj |4 

xi ?7 

1,90 

« 54.91 

« 51,11 

50 
42 
12.. 
10 
10 
164 0 

148,11 

151.56 

141.91 

' 49,91 

119.78 

115.77 

'48,11 

'46,77 

la 
ZQ 
12 
42 
50 
LJ. 0 

1.86 

X3 1.88 

52 

42 

12 

XQ 

LQ 

169 0 

LQ 
XQ 
12 
42 
52 
LZ 0 

1.91 

1^ 

1,99 

1,01 

' 45,11 

52 

42 

12 

XQ 

IQ 

163 0 

xx8.li 

' 41,71 

».90 

»»91 

114,47 

'41,16 

xio, 9 s 

140,81 

'.99 

i« 7,51 

H 4 . 1 X 

139.40 
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Pour réduire à l’horizon , le nombre Tangente est positif, et le nom- 
bre Cotangente négatif. Cest le contraire pour passer de l’Angle hori- 
zontal à l’Angle des cordes. 


Digitized by Googl 


TABLE III 


Produit SCC. H sec. h ; Argumens H et h. 



J». 0’ j 




!•. 20' j 

2M0' 

»*.o' 

1*. 50' 

1*. 40' 

1*. }o' 

ô 

1,0017 

1,0016 

1,0015 

1,0015 

1,0022 

1,0021 

1.C020 

1,001 6 

1,0018 

1,0017 

a. 50 

i,:ci6 

1,0025 

1,0023 

1.0021 

1,0020 

1,0019 

i,oei8 

1,0017 

1,0016 

1,0016 

43 

l,C02f 

1,0:. 24 

1,0022 

1,0020 

1,0010 

i,ooiS 

1,0017 

1,0016 

1.001 5 

1,0014 

;o 

1,0 23 

i.ocia 

1,0010 

1,0319 

1,0018 

1,0017 

1,0016 

1,0015 

Ip00i4 

1,0013 

20 t 

1 ,C012 

1,0021 

1 .0310 

1,001 s 

i,coi7 

1.0015 

1,0014 

1,001 1 

»rO0l3 

1,0011 

to 

1,0311 

1,001 J 

1,0018 

1,0317 

1 0015 

1,0014 

1,0015 

1,0012 

I/)012 

1,0011 

2. 0 

1,0030 

1,0018 

1,0017 

I,03|6 

I.C0I4 

i.oot 3 

1,0012 

1 001 1 

I ,coi 0 

1,0010 

I »■ 50 

1,001 b 

1,0017 1 

1,0010 

l,COl5 

1,0013 

l,0CI2 

1,0011 

1 ,0010 

1,0009 

I.OOCO 


l,COl8 

t,cci6 

1 ,coi 5 

1,0014 

1,001 2 

1,0011 

1,0010 

1.0309 

i,coo8 

1,0008 


1,0017 

1,0016 

I,cci4 

l.COIt 

1,0012 

1,001 1 

1,0039 

1,0009 

1,0008 

1,0007 

xo 

1,0016 

1,0015 

1.0014 

1,0012 

I.OOtl 

1,0010 

1,0039 

i^ocoS 

1,0007 

i,ooo« 

10 

l,OOltf 

1,0014 

l.OCll 

1,0c 12 

1.0010 

1,0009 

1 .0308 

1,0007 

i,oao6 

1^0006 

1. 0 

1.001 1 

1.COI4 

1,0212 

t.OCI I * 

1,0010 

l,0OC9 

1,0008 

1 ,030" 

1,0006 

1.0005 

O. 50 

1.0015 

1,0013 

1,0212 

I.OCtl 

msi 

■KA1*L1 


1,0006 

||0005 

1,0005 

4» 

t.ocl 5 

1,001 3 

1,0011 

1,001 1 

1,0009 

l.ocoS 

1,0007 

1.0C06 

|»0005 

1,0004 

1° 

1,0014 

I.OOM 

1,0011 

i,coio 

1,OOC-0 

1,0007 

i,ooc6 

l,COo6 

1,0005 

1,0004 

10 

1*0014 

t,0C12 

1 ,CC 1 1 

1,0010 

i,cco8 

1,3007 

1,0006 

1.0005 

1,0004 

1.0004 

10 

1,0014 

1,0011 

1 , CO 1 1 

1,0010 

ip:o$ 

1.0037 

1,0006 

1,0005 

i,occ4 

1,0003 

0. 0 

i,=oi4 

l.COIl 

I,CC11 

1,0010 

i,oco8 

1,0007 

1,0006 

1,0005 

1 .0034 

i,cco3 




Suite 

de la 

Table III . 





f.jo' 

l", 10' 

m 

l'.O* 

O*. 50' 

o*.4o' 

O*, jo' 

O". 20' 

0*. 10 

O*, c' 

r* 0 

1,0017 

1,0016 

1,0016 

1.00 T 5 

1,0015 

i,cOi4 

1,0314 

1,0014 

1,0014 

1,0014 

2. $0 

I,03|6 

1,0015 

1,0c 14 

1,0014 

1,0013 

»,oOi3 

t.oOM 

1,001 2 

1,0012 

1 COI 2 

40 

1,0014 

1,0013 

1,0012 

1,0012 

1,0012 

i,coi i 

1,0011 

1,0011 

1,001 1 

1 001 1 

30 

1,0.13 

1,0012 

1,0011 

1.0011 

1,0011 

1,0010 

1,0010 

1,00X0 

I.COlO 

1,0010 

ao 

I,0C12 

t,00i| 

1,0010 

1,0010 

1,0009 

1.0000 

1,0009 

1,0009 

1,0008 

1,0038 

10 

1,001 1 

1,0010 

1,0009 

1,0009 

1,0008 

1.0008 

1,0007 

i,ooc7 

1,0007 

1,0007 

1. 0 

1,0010 

1 ,oo:’9 

t.oocJ 

1.000 îi 

l,CO0*l 

1,0007 

l,occ6 

1,0006 

i,cor;6 

1^0006 

1. JO 

1,00:9 

l,orcS 

i,^:co7 

1,0007 

1,0036 

i,odo6 

i,oco6 

1,0005 

1,0005 

1,0005 

40 

i.cooS 

1,0007 

1,00:6 

1,0006 

1,0035 

1,0 05 

1,0005 

I.C004 

I,C004 

>,0004 


1,0007 

i,ooc6 

1,0006 

1,9005 

1,0:05 

1,0.04 

1,0004 

1,0004 

1,0003 

1,0305 

20 

1,0006 

î,coo5 

i,coo5 

1,0304 

1,0004 

l.OOCl 

1,0003 

1.CC03 

1|C002 

1,0003 

10 

1,0006 

1,0005 

l,coo4 

1,0:04 

I,c<x>3 

1,0003 

1,0002 

1,0002 

t.0002 

r,ooo2 

1. 0 

1,0001 

l,?'X>4 

i,occ4 

1 

1,0002 

l,'002 

1,0002 

1,0002 

1,0002 

1,0001 

0, 50 

1.0605 

i,oc'o4 

i,coo3 


t,0O02 

1,0002 

t,CC02 

1,0002 

1,0002 

1.0001 

40 

1,0004 

l.OCOI 

I,C003 

1,0001 

1,0002 

1,0402 

1,0032 

1,0002 

1,0001 

I.OiVl 

V 

1,0004 

I.COOÎ 

1,0032 

1 ,0002 

1,00 2 

1 ,030.1 

I,0C02 

l,OCCI 

1,0001 

1.0 CO 

20 

1,C004 

1,0003 

l,C001 

1, 00:^2 

1,0002 

1 .0302 

i.OOOl 

l,COÛl 

D^l 

1 ,0090 

! 

1,0:03 

1,0003 

l,CO01 

i,cc:i 

1,0001 

1,00:2 

1,0001 

1,0001 

i,ocoo 

I , ' 000 

{ 0 0 

X.OC03 

1,0003 

i.ocoa 

1,0002 

1,0001 

1 ,0C 32 

I.COOO 


t,otco 

1.0000 
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TABLE IV. 

Argument yl, ou Angle observe 


D 


A 

4 - 

0 

tt 

0 


î 

0,458 

93 

0,001 

6 

0,130 

96 

0,003 

9 

o .*53 

99 

0,004 

1 1 

0,114 

101 

0,005 

15 

0,090 

J05 

0,007 

18 

0,075 

108 

0,008 

II 

0,063 

1 1 1 

0,009 

14 

0,054 

114 

0,01 I 

17 

0,048 

II7 

0,011 

30 

0,041 

110 

0,014 

33 

0,037 

‘13 

0,016 

36 

0,033 

1 16 

0,018 

39 

0,030 

119 

0,010 

4 » 

0,017 

131 

0,011 

45 

0,0 »4 

«35 

0,0 Z4 

48 

0,011 

1)8 

0,017 

5 » 

0,010 

141 

0,030 

54 

0,018 

>44 

0,033 

j.7 

0,016 

147 

0,037 

00 

0,014 

150 

0,041 

63 

0,011 

>53 

0,048 

66 

0,01 1 

156 

0,054 

69 

0,000 

'59 

0,063 

71 

0,008 

161 

0,075 

75 

0,006 

165 

0,091 

78 

0,00 ç 

168 

0,114 

81 

0,004 

171 

o ,>53 

84 

0,003 

>74 

0,131 

87 

0,001 

>77 

0,467 

90 

0,000 

180 

0,000 


Cette Table renfer- 
me les deux petits termes 

• cc*. 

— i ( rt SCC. // SCC. h) ‘ — : r 

' ' sjn. i 

\ iin. I / 

de la formule pour la ré- 
duction à l’horizon , voyez 
page 39 . 

ElIesupposensec.Afsec.A 
= 1 00 ", et l’on voit qu’avec 
cette valeur ces termes sont 
encore insensibles, et qu’on 
peut les négliger presque 
toujours. Les nombres de 
celte table croîtroient ou 
diminueroient dans la rai- 
•son des qiiarrésdes valeurs 
de {nsec.Hstc.h) ainsi pour 
I lo" on les multiplicroit 

= 1 , 44 , et en général par 


On voit aussi 


✓ lOO-f- 

\ 100 / 
par la comparaison des 
deux colonnes de la table , 
que la partie qui dépend 
du cube est presque nulle. 
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T A D L E 


des Réfractions moyennes pour les Distances vraies au zénith. 




















































TABLES 


De correction pour les Réfractions. 


BAROMETRE. 


— 



■ - 

+ 

s 

p. 1. 

1*. i. 


38 0 

18 0 

OyCOCO 

»7 n 

i 

0.00 YO 

10 


OiCcSo 

9 

3 

o,co8p 

8 

4 

0,0119 

7 

5 

o,ci 49 

6 

6 

O.CI 79 

5 

7 

0,0208 

4 

S 

C. 02 Y 8 

3 

9 

0,02bS 

a 

10 

o.ClyS 

1 

1 1 

0,0327 

0 

i> 

H 

19 0 

0,0357 

21» II 

1 

0.0 187 

IO 

2 

0,0417 

9 

î 

o.ca i« 

■ 8 

4 

0,0476 

7 

5 

c,oso6 

6 

C 

0,0536 

•5 


o,of6( 

4 

8 

0.0591 

3 

9 

0,0613 

1 

10 

0,0653 

1 

1 1 

CîCCSy 

z6 0 

30 0 

0.07 «4 

z5 tt 

1 

0.0744 

10 

2 

0 ,c ^74 

9 

î 

o,o8c4 

S 

4 

o,cSii 

' 7 

5 


’-îS 6 

30 6 

0,0893 

- 

+ 

X 


TH ERMOMLTRE. 


Dc'g. 


+ 30 
29 
28 
27 
16 
>5 

— 0 ,C 992 

0,0947 

0,0902 

0,0856 

Ci,oS.':9 

0,0762 

+ M 

-î 

22 

11 

20 

— 0,0715 
0,0668 
0,0619 
0,0570 

O.ÜSU 

4 * lÿ 

15 

17 

16 

>« 

— 0,0471 
o,C 4 ii 

0,0371 

o/>ji9 

0,0267 

t 14 
»3 
12 
It 
lû 

— C, 02 l 5 
0,C162 
o,oiC 9 

0.0055 

c.ocoo 

î 

7 

6 

5 

+ 0,0055 
0,0111 
0,01 68 
0,0225 
0,0283 

+ 4 

3 
1 
1 

0 

•r 0,0541 
0,0406 
>.,0460 
0,0511 
<^cj8i 

— 1. 

2 

3 

4 

5 

+ o.ctaa 
C.C7C 6 

0 ,C 770 

0,0834 

0,0899 

S 

9 

10 

0,1031 

C.IC9S 

0,1 t 57 

c,ii66 

— Il 

12 

13 
*4 

15 

+ c.ri-î'' 
c.i^oâ 

0.71 3< 
0,1448 
o.rtzi 


4 ^ 

4? 

4 O 

47 

47 

47 

47 

49 

49 

49 

50 

ÎO 

ÎO 

P 

ï» 

51 

îî 

)J 

U 

T5 

S 5 

57 

57 

58 

59 

ÙJ 

61 

Cl 

61 

C2 

C4 

64 
<»$ 

65 
C? 
C7' 

Cp 

«9 

70 

70 

70 

7 » 

7 î 


USAGE OE CES TABLES. 

» 

A vec U hiuteur du Ba- 
romctre prenez dans la pre- 
mière Table un nombre X, 
auquel vous donnerez le si- 
gne — si le Baromètre est 
au-dessous de 3 $ pouces 
O lig. , et le signe -J- dans 
le cas contraire. 

Avec U hauteur du Ther- 
momètre , prenez dans la 
seconde Table un nombre 
y avec le signe qui le pré- 
cédé. 

La fonction (v-f-y-f-Jcj’) 
seca le facteur par lequel il 
faudra multiplier la réfrac- 
tion moyenne pour avoir 
la correction dont cette 
réfraction a besoin. 

Le plut souvent on pour- 
ra négliger le produit xy, 
mais en le formant il faut 
faire attention aux signes 
algébriques de x et y. 
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TABLES 

pour faciliter la construction des Talles de rcdcctlon au 
méridien pour les étoiles. ( Table II.) 


Anç!. 

horaire 

de 

rdtoüe 

CO 

temps. 

OîtF. log. 

0 . 

• 

0 0 

o.oocoo 

1 

9.35514 

1 

Z, 104 11 

3 

70436 

4 

49974 

5 

38764 

6 

51670 

7 

16778 

8 

13194 

9 

40458 

10 

18301 

II 

>< 554 - 

11 

I3III 

*3 

«ic-oo 

14 

liS^l 

15 

11980 

16 

11208 

17 

10316 

■ 8 

9916 

*9 

9386 

10 


IX 

*470 

11 

*=76 

»3 

77 >t 

14 

7388 

13 

70«4 

iô' 

680S 

47 

6548 

18 

6310 

19 

6088 

30 

5881 

3 ' 

36SS 

1» 

5506 

33 

533 < 

34 

Si-t8 

•15 

4046 

)( 

48S4 

37 

4 ’ 4 * 

38 

4624 

39 

4300 

40 

4388 


On a ru page i54| comment on forme les logarithmes cnn^tans 
O et b pour les Tables de réduction au méridien , c*cst à ces 
logarithmes constans qu'il faut ajouter les différences logarith* 
iniques de sin. ' x et sin. ^ ^ : voici un excmplo de ces 

calc.Is 


tog. tf. . . . 4.12^4^ tog. . *,7t7t4 

diff. log. pour lo"' • . • ;,ms7 Ditf.log. pouri' • . . 9>3T^t4 


c'^ooiS 


30 , 


O 0139 
O 01S4 

O 0441 

O o 5|7 
I' 

o 0S66 

t* 1 

O nt|a 
I' 

O *433 


îo . 


•30. 


7 . M 773 

• 6cio6 

7.84979 

, . 33218 

8,20197 
. 2498$ 

8.43185 

.19381 

8, ^4367 

. 13835 

8, ro;o} 

- *3390 

*.9^9? 

. iisÿS 

9. ®n9« 

• 10131 

9,11611 

8cc, 


O'OOÔO 

1 , 


O 0000 
3 - 


O 0000 

4 


O 0000 
5 ■ 


O OÛOO 
6 . 


O CO 30 

7 * 


0 ooox 
9 ■ 

0 OCOI 
10 . 

9 ooot 


1,11168 
. X. 10411 

3,3 i 6 Sô 

• 7°4]i 

4,otll$ 

. . 49974 

4.Sî'^90 

• ?*7-4 

4.99S14 

. J 1670 

S.>9!>4 
. 16778 

5.495=4 

■ 

S.7 i< 9« 

. 1041 » 

5.91954 
. iS|oi 

ecc. 


On a ainsi par des additions anccessives les logarithmes des 
deux nombres dont la réunion formera chaque terme de la 
Table. 

Le second ferme est si petit que c’est Ici , vers 8' qu’il com- 
mence à valoir à-peu-prcs o' OCOI ; il varie peu dans l'inter- | 
valle de i'; on rélendraeux dixaincs de seconde par une in- | 
terpolalion facile. | 

Pour les signes des deux nombres de chaque terme de la 
Tablo voyez pages 4g et 5o. 
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OBSERVATIONS 


Sur quelques endroits du Mémoire ^u cit. Delaxbre. 


Par A. M. Legendre. 

1 . Le cit. Delambre (^page 3g de son Mémoire) avance que 
ma formule pour réduire les angles an plan de l’horüon n’est 
pas suffisamment exacte , puisqu’elle a donné dans un cas 
extraordinaire une erreur de la secondes ^ je réponds que ma 
formule est fondée sur la supposition que les angles « et ^ 
sont très-petits ; supposition qui est toujours sensiblement vraie 
dans une chaîne de triangles telle que celle qui a été tracée entre 
Dunkerque et Barcelonue. Dans toute cette chaîne , le triangle 
formé pai^Puig Camélias , Puig la Stella et Forcerai , est celui 
où l’erreur de ma formule a été la plus grande; et cependant 
elle n’a été que d’un quart do seconde. Dans les autres cas, 
l’erreur est restée dans les centièmes de seconde, ou même au- 
dessous. Au reste , quand on trouve une réduction de plusieurs 
minutes, cette giandeur indique que la réduction doit être cal- 
culée avec plus de précision ; et alors la résolution directe du 
triangle sphérique est préférable à toute autre méthode. 

II. Le cit. Delambre {page 6i ) trouve une différence entre 
sa formule et la mienne ; mais j’observe que cette différence 
vient de ce qu’il a changé sin cos x en cos z , tandis qu’il 
devoil mettre (/ — ^c^’)cos x; et alors les deux formules se 
seroient accordées parfaitement. 

III. La formule 

lan». i .r — <ang T ta P g T C" sin A 
® * 1 -h tang j C' tang j C" cos A ’ 

à laquelle parvient le cit. Delambre {page 64 ) , est la même que 
j’ai donnée dans ma Géométrie , page 5ig, et que j’û tirée éga- 
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OBSERVATIONS, 
leinent da théorème de Neper. Quant à la série élégante que 
le cit. Delambre en déduit , et qu’il démontre par le moyen 
du calcul différentiel , j’observe qu’elle peut se trouver plus 
simplement par la méthode qu’a donnée le cit. Lagrange dans 
les Mémoires de Berlin, année 1774- D’après cette méthode, 
on peut résoudre généralement toute équation de la forme 
tang = ? ( si# A et cos A ) , 

dans laquelle le second membre est une 'fonction rationnelle 
de sin A et de cos A , et on parviendra toujours à un résultat 
composé d’une ou de plusieurs séries de la forme 
• / A + OT sin A H- 7 m’ sin a A + ^ to’ sin 5 A + êcc. 

/ étant I ou eéro. Dans le cas dont il s’agit , ayant à résoudre 
l’équation 

. K sin A 

° 1 + K cos A 

on mettra an lieu de sin A , cos A et tang 7 x, leurs valeurs con- 
nues en exponentielles imaginaires ; ce qui donnera 






e -f- a 


d’où l’on tire 


»✓— I — 


1 -I- K a 




Ky'-i 


— Av'— I ’ 


1 + Ka 

et en repassant des nombres aux logarithmes 


» y/— i=log( 1 + ‘)— log(i+Ka ) 


— Av'— 1, 


donc 


== K a* ~ ■ -4 r a’ ‘ + i K’a* * ■ *-&c. 
— K a"**'"* -h 4K*a~*'^"* - i + &c. 


7 * = K sin A — 7 K* sin a A + j K’ sin 5 A — &c. 


IV. Le cit. Delambre dit ( page 85 ) que ma méthode pour 
calculer les parties de la méridienne , est sujète à des inconvé- 


4 


OBSERVATIONS, 
niens assez graves , celui entr’autres de ne pas offrir toujours des 
moyens faciles de vérification, sur -tout dans les endroits où 
ils seroienUles plus nécessaires pour empêcher qu'une même 
erreur n’affectât toute l’opération. Je réponds à cela qu’il me 
semble au contraire que ma méthode a de l’avantage sur celle 
du cit. Delambre, par la multitude des moyens de vérification 
qu’elle présente. J’en ai acquis l’expérience dans le calcul de la 
méridienne , dont le_s diverses parties ont toujours été détermi- 
nées par différentes combinaisons. Quant à l’exemple apporté 
par le cit. Delambre , où il s’agit de vérifier le calcul de la par- 
tie !M O {fig. de la page 3 ) , j’y ai réponJu d’avance , page 5 de 
mon Mémoire, en disant qu’on peut calculer M O de deux Ma- 
nières, l’une par la résolution des deux triangles DM F, MFO; 
l’autre par celle des trois triangles RDM, R E N , F N O. Voilà 
la vérification que desire le cit. Delambre ; et il suffit qu’il y en 
ait une : mais on en trouveroit aisément plusieurs autres. Par 
exemple , en prolongeant le côté O F jusqu’à la rencontre de 
CD, en un point que j’appellerai C' , on auroit à résoudre les 
triangles D F C' et C'M O , lesquels auroient l’avantage d’avoir 
chacun les angles et un côté connus ; de sorte que ce troisième 
moj'en seroit plus simple que les deux déjà indiqués. — Le 
cit. Delambre objefte encore que dans la suite' des triangles 
qu’on a à résoudre dans ma méthode , il peut se présenter le cas 
où un très-petit côté serviroit à en déterminer un grand ; ce 
qui pourroit donner lieu à une eiTeur notable. J’avoue que ce 
cas peut se rencontrer} mais il y a toujours des moyens d’éviter 
des intersections trop obliques , et il faut supposer que le calcu- 
lateur, guidé par une figure, ne choisit pas les cas qui lui 
seroient le plus désavantageux. Le calcul de la méridienne 
n’offre nulle part de difficulté en ce genre : on a eu à résoudre 
quelques triangles, dans lesquels il y avoit de petits angles} 
mais il n’en est jamais résulté d’erteur sensible. 

V. Le cit. Delambre ( pag. 67 et 87 ) cite comme un des 
principaux avantagés de sa méthode , celui de pouvoir , par 
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' OBSERVATIONS, 
son moyen , déterminer et corriger l’erreur produite sur la 
longueur de la méridienne par une petite erreur sur la direction 
du premier côté. Il me semble quo la méthode la plus simple 
pour cet objet , dont je n’ai point parlé dans mon Mémoire , 
est de faire tourner la chaîne de triangles autour de son pre* 
mier point , et de calculer la quantité dont le dernier point se 
sera rapproché ou éloigné du pôle. Soit paô {ftg. a3. ) le 
triangle sphérique formé par le pôle p , le premier point de la 
chaîne a, dont la latitude est L , et le dernier point b , dont la 
latitude est L'; si on suppose que pa et a b demeurant cons- 
tans, l’angle /7aô augmente de la quantité c/A,on trouvera 
par les formules connues 

d{pba) = -^^^d\, d{pb) = -^^y.ydX. 

^ cosL COS.L 

La seconde formule , où y représente la perpendiculaire 

abaissée du dernier point b sur la méridienne du premier point a , 

donnera par un seul terme la correction totale qui peut être due 

à une petite erreur sur l’azimuth primitif. 

Je ne prolongerai pas davantage ces observations , peu 
intéressantes en elles -mêmes , et qui ne diminuent en rien 
le mérite du Mémoire du cit. Delambre , ni l’exactitude des 
conclusions auxquelles on parviendra également par des routes 
fort opposées. J’ajouterai seulement un théorème qui pourra 
être utile en quelques occasions pour résoudre des triangles 
sphériques dans lesquels il y auroit deux angles très -petits, 
les côtés étant d’une grandeur quelconque. 

Soient A , B , C les trois angles d’un triangle sphérique , les 
deux premiers A et B étant très-aigus , et le troisième C très- 
obtus ; soient a , b , c les côtés opposés. Si on construit un 
triangle rectiligne dont les côtés soient proportionnels aux 
nombres A , B , 180° — C c/w que les angles opposés seront 
a , b , 180“ — c ; de sorte que la résolution du triangle sphérique 
sera ramenée à celle du triangle rectiligne correspondant. 

Par exemple , soitlabase de 60% les angles adjacens 3'et 5'; dans 
le triangle rectiligne correspondant, on connoîlra les deux côtés 3 


COSC: 


G O B s E II V. A T I O N s. 

et 5, et l’angle compris iao°. De-Ià résulte le troisième côté =7. 
Donc le troisième angle du triangle sphériqae= 1 8o* — 7'= 1 79" 53'. 

En effet , dans le triangle sphérique proposé , on a 

cos C + cos A cos B 

cos c = : — A— “ n • 

sin A sin li 

Si dans celle formule ou fait C = »8o* — D, et qu’on considère 
que les angles A , B , D sont très-petits, on pourra la changer eu 
celle-ci : 

— (1— iD*) + (i — iB')_ D*— A*— B* 

AB ■" a AB 

Mais daUs le triangle rectiligne, dont A, B, D sont les trois 
côtés, et i3o° — c l’angle opposé au côté D, on a pareillement 

D* — A* — B’ „ . . , 

cosc œ — Dans ce meme triangle , si a et o sont 

0 A 

les ileux angles opposés aux cotés A et B, on aura sin a : sin â:: A :B; 
ce qui s’accorde arec la proportion sin a : sin 5 sin A : sin B , 
donnée par le triangle sphérique. Donc en effet la relation entra 
le triangle rectiligne et le triangle sphérique est telle que l’énoncé 
du théorème l’établit. 

On peut parvenir à la même solution , ou à une solution encore 
plus approchée , par la voie des triangles appelés polaires ou 
supplémentaires. Soit LM N le triangle de cette sorte , dans lequel 
on a MN = i8o* — A, LN = i8o* — .B, ML =180° — C: 
prolongez les arcs NM, NL jnsqu’â leur rencontre prochaine 
en K} vous aurez un nouveau triangle sphérique LKM , dont 
les cotés seront très-petits } savoir, KM==A,KL = B, 
ML = 180*— C, et dont les angles sont L= a, M = 5, 
K = i8o* — c. Ce triangle pourra être regardé comme recti- 
ligne , et sera alors celui dont il est question dans le théorème 
précédent. Mais, pour plus d’exactitude, on peut appliquer au 
triangle LKM le théorème de la page i3, concernant les trian- 
gles sphériques, dont les côtés sont très-petits j d’où l’on voit 
que ce théorème acquiert une nouvelle extension , en donnant 
le moyen de résoudre avec une très-grande approximation tout 
triangle sphérique dans leqnel il y a deux angles très- aigus, 

F I N. 
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